
Universitatea din Bucures, ti
Facultatea de Fizică

S, coala Doctorală de Fizică

Petru-Vlad TOMA

Novel aspects of the interaction of electrons
with structured light

Rezumatul Tezei de Doctorat

Conducător s,tiint, ific
Prof. dr. Virgil BĂRAN

Bucures,ti, 2025





Cuprins

1 Introducere 5
1.1 Interact, ia modurilor LG cu sarcini libere . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.2 Împrăs,tierea neliniară Thomson . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.3 Cercetare pe plan local . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2 Modurile Laguerre-Gauss 9
2.1 Formule Generale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.2 Vizualizarea Câmpului . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

3 Ecuat, iile de Mis,care Relativiste 15
3.1 Formule Generale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
3.2 Compararea algoritmilor numerici de integrare a ecuat, iilor de mis,care . . . 16

4 Transferul de Moment Cinetic de la Modurile LG către Electroni 21
4.1 Legi de scalare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
4.2 Aproximat, ii Analitice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
4.3 Particule dincolo de focus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

5 Împrăs,tierea Thomson a Modurilor LG 33
5.1 Aproximat, ia undei plane locale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
5.2 Rezultate Generale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
5.3 Rezultate numerice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
5.4 Aproximarea analitică a fazei . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

6 Concluzii 41

7 Bibliografie 43

8 Publicat, ii S, tiint, ifice s, i Conferint,e 51
8.1 Lucrări publicate în reviste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

8.1.1 Reviste cotate ISI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
8.1.2 Reviste non-ISI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

8.2 Lucrări prezentate la conferint,e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
8.2.1 Conferint,e internat, ionale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

3



4



Introducere

Încă de la popularizarea lor în 1992 de către Allen s, i colaboratorii săi [1], fasciculele
Laguerre-Gauss (LG) au fost un tip de bază de lumină structurată cu aplicat, ii în multe
domenii, cum ar fi telecomunicat, iile, pensetele optice, informat, ia cuantică etc. [2–4], pre-
cum s, i în cercetarea fundamentală, cum ar fi împrăs,tierea fasciculelor elicoidale intense de
pe t, inte [5] s, i în plasmă [6]. În această teză în două părt, i, proprietăt, ile fundamentale ale
acestor fascicule sunt examinate, mai întâi prin analizarea dinamicii unui număr mare de
sarcini individuale a căror dinamică este determinată de acestea, s, i apoi prin analizarea
radiat, iei emise de aceste sarcini.

Momentul cinetic J este o mărime fizică care se conservă pentru sistemele invariante la
rotat, ii [7–9]. Uneori, această mărime poate fi separată în mod natural într-o componentă
orbitală L s, i o componentă de spin S, as,a cum este cazul planetelor care orbitează Soarele
(∝ L), care se rotesc s, i ele în jurul propriei axe (∝ S) [8, 10]. Cu toate acestea, separa-
rea celor două nu este întotdeauna posibilă. Pentru câmpul electromagnetic, separarea
momentelor cinetice orbitale s, i de spin este o chestiune mult mai delicată.

În cea mai formală abordare, teorema lui Noether poate fi utilizată, pentru a deduce
expresia momentului cinetic total J a câmpului electromagnetic [8]. Această derivare
separă în mod natural momentul cinetic total al câmpului în contribut, ii spat, io-temporale
s, i interne. Prin analogie cu alte cazuri, în care momentul cinetic total este separabil,
aceste două contribut, ii sunt adesea numite momente cinetice „orbitale” s, i „de spin”. Astfel,
momentul cinetic total al luminii ia forma,

JD(r0, t) =

SD(t)︷ ︸︸ ︷
ϵ0

∫
D
E (r, t)×A (r, t) dV

+ ϵ0

∫
D

x,y,z∑
i

[Ei (r, t) ((r− r0)×∇)Ai (r, t)] dV︸ ︷︷ ︸
LD(r0,t)

(1.1)

unde E este câmpul electric, iar A este potent, ialul vectorial.
Din păcate, as,a cum a subliniat Barnett în [11], des, i ecuat, iile Maxwell libere sunt

invariante la rotat, ii, ceea ce în consecint,ă generează JD(r0, t) conservat s, i invariant la
transformări de etalonare, ele nu sunt invariante la transformările construite folosind
generatorii spat, iu-timporali sau interni, luat, i separat. Consecint,a acestor simetrii lipsă
este că SD(t) s, i LD(r0, t) nu sunt nici invariante la etalonare, nici nu au garant, ia conservării
independente [11–13].

În ciuda acestui fapt, dacă totus, i ne propunem să construim un fascicul de lumină a
cărui structură prezintă o aparent,ă de moment cinetic orbital „bine definit”, trebuie să
încercăm să fort,ăm câmpul electromagnetic în fascicule cu simetrie spat, io-temporală fat,ă
de generatoare pentru rotat, ii de coordonate.

5



În special, dacă dorim să construim un fascicul care se propagă în direct, ia z, cu un
moment cinetic orbital „bine definit” în aceeas, i direct, ie, atunci căutăm solut, ii pentru câm-
pul electromagnetic care să fie simultan vectori proprii ai lui L̂z, operatorul momentului
cinetic din mecanica cuantică pentru particule scalare,

−i ∂
∂ϕ
u (r, t) = mu (r, t) (1.2)

unde ϕ este azimutul în coordonate cilindrice.
O astfel de solut, ie aproximativă sunt fasciculele Laguerre-Gauss (LG). Ele pot fi găsite

în aproximat, ia paraxială, rezolvând ecuat, ia Helmholtz în coordonate cilindrice. Modurile
Laguerre-Gauss sunt un subset particular de fascicule circulare [14], care satisfac, în ge-
neral, eq. (1.2) cont, inând dependent,a de azimut sub forma unei exponent, iale complexe
eimϕ s, i, în plus, formează s, i o bază ortogonală.

Astfel, în 1992, când Allen s, i colab. au analizat densitatea momentului cinetic în
direct, ia de propagare a unui fascicul LG s, i au comparat-o cu densitatea de energie, au
putut demonstra că aceasta este o constantă. Valoarea acestei constante este raportul
dintre ordinul azimutal m (plus un termen legat de polarizare σz) s, i viteza unghiulară
ω [1].

jz (r, t)

w (r, t)
=
m+ σz
ω

(1.3)

Pe baza acestei euristici, Allen s, i colaboratorii săi au propus ipoteza conform căreia
pentru fiecare foton cu energie cuantizată ℏω, momentul cinetic total poate fi „separat”
în „orbital” ℏm s, i „spin” ℏσz. Astfel a fost lansată afirmat, ia că modurile Laguerre-Gauss
sunt o configurat, ie a câmpului electromagnetic cu un moment cinetic orbital (în mod
coincident) „bine definit” [1, 15].

1.1 Interact, ia modurilor LG cu sarcini libere

În memoria recentă, s-au depus eforturi concertate, atât teoretice, cât s, i de simulare,
pentru a descifra această dinamică. O serie de lucrări au investigat traiectoriile electronilor
în plasmă [16–22], utilizând simulări de tip particule-în-celulă (PIC) [23].

Într-o lucrare din 2018, Nuter s, i colab. descriu interact, iunea dintre un câmp „OAM”
(eng. orbital angular momentum; de moment cinetic orbital, adică cont, inând dependent,ă
azimutală eimϕ) polarizat radial s, i plasmă, folosind un cod de simulare PIC, unde au
urmărit electroni individuali în scopul măsurării transferului de moment cinetic [19]. De
asemenea, au reus, it să construiască un model analitic, bazat pe rezultatele lor numerice,
cu o bună concordant,ă [19].

Tot în 2018, Baumann s, i Pukhov au folosit, de asemenea, cadrul PIC pentru a investiga
dinamica electronilor cu fascicule LG polarizate circular cu intensităt, i relativiste. Ei au
arătat că pentru p = 0, se formează fascicule de electroni care au fie forme toroidale, fie
de fascicule elicoidale a căror chiralitate depinde de indicele efectiv j = m + σ — suma
ordinului azimutal s, i a coeficientului polarizării [20].

Pornind de la lucrarea lor anterioară, Nuter s, i colaboratorii săi arată cum un mod
Laguerre-Gauss exact interact, ionează cu plasma folosind simulări 3D particule-în-celulă
[21]. Ei au descoperit că polarizarea optimă pentru transferul „OAM” este cea radială
s, i au dezvoltat o abordare perturbativă pentru a calcula „OAM” transferat de la fascicul
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către electroni; cu toate acestea, în cazul polarizării liniare, nici măcar ordinul doi nu este
suficient pentru a capta transferul „OAM” observat numeric [21].

În articolul său din 2020, Dondera a folosit atât ecuat, iile exacte de mis,căre, cât s, i
potent, ialul ponderomotiv pentru a analiza dinamica particulelor individuale plasate atât
în fascicule Laguerre-Gauss, cât s, i în fascicule Bessel [24]. În această lucrare, el s-a
preocupat în principal de traiectoriile particulelor singulare s, i de captarea adesea observată
la particulele încărcate care se află pe partea interioară a inelelor de intensitate [24]. De
asemenea, el a arătat că câmpurile longitudinale joacă un rol important în obt, inerea
dinamicii corecte, în cazul integrării ecuat, iilor exacte ale mis,cării [24].

Extinzând acest cadru de integrare a ecuat, iilor exacte ale mis,cării, Molnár s, i Stut-
man au analizat optimizarea accelerat, iei s, i energiei particulelor încărcate în coliziune cu
fascicule LG [25]. Aces,tia s-au concentrat pe fascicule LG de ordin radial p = 0 s, i au
reglat talia fasciculului s, i ordinul azimutal pentru transferul maxim de energie longitu-
dinală [25]. Apoi, fort,a ponderomotoare a fost utilizată pentru a construi o justificare
teoretică a rezultatelor [25].

Dmitiev s, i Korneev, pe lângă contribut, iile la o serie de lucrări ale lui Nuter pe această
temă, au publicat s, i singuri o serie de contribut, ii, inclusiv o lucrare din 2022 în care discută
modurile în care aproximarea paraaxială s, i anvelopa temporală afectează transferul OAM
către particule s, i limitele sub care ar trebui luate în considerare corect, iile [26] s, i o lucrare
din 2023 care prezintă un tratament al interact, iunii plasmă-laser în condit, ii de simetrie
axială ruptă [27].

Un tratament perturbativ extins al dinamicii electronilor supus, i unui fascicul LG a fost
realizat de Dmitiev s, i Korneev în [22]. În această lucrare, cei doi au analizat impulsul liniar
s, i impulsul cinetic al electronului până la ordinul patru perturbativ, pentru parametrii
mici ai fasciculului a0 ≪ 1, ωτ−1 ≪ 1 s, i λw−1

0 ≪ 1. Aces,tia au găsit o bună concordant,ă
între teorie s, i simulările PIC, în special pentru energia câs,tigată de o particulă [22]. În
plus, au găsit următoarele relat, ii pentru termenii perturbativi ai momentului cinetic,
L
(2)
z ∝ a20 s, i ⟨L(4)

z ⟩ϕ0 ∝ a40 [22], ceea ce pare a fi în concordant,ă cu o descoperire anterioară
a autorului acestei teze s, i a colaboratorilor săi în [28]

1.2 Împrăs,tierea neliniară Thomson

Împrăs,tierea neliniară Thomson — interact, iunea câmpurilor electromagnetice intense
cu electronii liberi - a fost studiată pe larg încă de la lucrările de pionierat ale lui Sarachik
s, i Schappert [29], care au derivat traiectoria relativistă a electronilor într-o undă plană
monocromatică. Des, i majoritatea studiilor s-au concentrat pe energia radiată [30–35],
câteva au abordat transferul momentului cinetic. Contribut, iile notabile includ analize
ale radiat, iei sincrotron [36], ale radiat, iei provenite de la mis,carea circulară s, i spirală a
electronilor [37] s, i, mai recent, cont, inutul de moment cinetic orbital („OAM”) al luminii
împrăs,tiate [38,39].

Generarea de fotoni purtători de „OAM” prin interact, iuni laser-electron a fost demon-
strată experimental de Hemsing s, i colab. [40], în timp ce Taira s, i colab. [41] au prezis
structuri de fază elicoidale în razele gamma produse prin împrăs,tiere inversă neliniară
Thomson. Aceste descoperiri au motivat investigat, ii asupra interact, iei materii cu lum-
nina structurată, incluzând atât modele de împrăs,tiere incoerente, în care contribut, iile
particulelor sunt însumate independent [42,43], cât s, i modele coerente, care iau în consi-
derare efectele de interferent,ă s, i sunt deosebit de relevante pentru studiile plasmei [44].
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În acest context, examinăm împrăs,tierea neliniară coerentă Thomson a fasciculelor
Laguerre-Gauss pe ansambluri de electroni. Prin tratarea foii de electroni ca o distribut, ie
continuă, arătăm că interferent,a duce la radiat, ii vortex cu o structură de fază mai bo-
gată decât cea prezisă pentru împrăs,tierea particulelor individuale. Rezultatele noastre,
care prezic caracteristicile observate experimental [40] s, i extind predict, iile teoretice [41],
sugerează noi căi pentru generarea de fotoni helicoidali de înaltă energie [45–47].

1.3 Cercetare pe plan local

Pe scena internat, ională, multe laboratoare au acces la lasere de mare putere [48–50].
În timp ce, la nivel nat, ional, dispunem de ELI-NP s, i instalat, ia Petawatt din CETAL, cu
capacităt, i de a produce impulsuri laser de mare intensitate [50, 51]. În istoria recentă,
o serie de proiecte de cercetare au fost finant,ate cu scopul de a investiga potent, ialul
modulării impulsurilor laser în fascicule elicoidale, cum ar fi PMIHLB - „Frontiers Research
in Photon-Matter Interaction Using Extreme Helical Light Beams” [52]. În cadrul s, i în
jurul proiectului ment, ionat, au fost publicate o serie de articole, inclusiv [53–59], care
stabilesc utilizarea modurilor Laguerre-Gauss în domeniul experimental.

În concluzie, având în vedere interesul activ al comunităt, ii s,tiint, ifice, consider că există
motive puternice pentru a le investiga în continuare. Obiectul acestei teze va fi, în prima
parte, transferul momentului cinetic către particule cu sarcină la împrăs,tierea lor pe mo-
duri intense LG. În timp ce, în a doua parte, vom analiza radiat, ia emisă de particule după
împrăs,tierea acestora modurile LG, sub forma împrăs,tierii neliniare coerente Thomson.
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Modurile Laguerre-Gauss

2.1 Formule Generale

Câmpul electromagnetic liber, caracterizat prin doi vectori tridimensionali E s, i B, în
fiecare punct din spat, iu r, la fiecare moment de timp t, trebuie să respecte ecuat, ia undei
pentru fiecare componentă. Modurile Laguerre-Gauss apar ca solut, ii monocromatice în
aproximat, ia paraxială ale ecuat, iei undei. Proprietatea lor definitorie este profilul de fază
cu dependent,ă azimutală de tip exp(imϕ). Amintim că ecuat, ia undei este

∇2f (r, t)− 1

c2
∂2f

∂t2
(r, t) = 0. (2.1)

Fără pierderea generalităt, ii, alegem ca direct, ie de propagare axa Oz,

f (r, t) = u(r) exp(i(ωt− kz))

, iar aproximat, ia paraxială presupune că orice schimbare de-a lungul axei de propagare
se întâmplă mult mai lent fat,ă de lungimea de undă. Astfel, pentru o componentă a
câmpului electromagnetic, ecuat, ia undei se reduce la ecuat, ia Helmholtz paraxială; scrisă
în coordonate cilindrice, aceasta are forma

1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂u

∂ρ

)
+

1

ρ2
∂2u

∂ϕ2
− 2ik

∂u

∂z
= 0, (2.2)

unde ρ =
√
x2 + y2 s, i ϕ = arctan y

x
.

În analogie cu mecanica cuantică, ecuat, ia de mai sus admite o solut, ie fundamentală,
sub forma modului Gaussian, dar s, i moduri superioare de lumină structurată. Astfel,
găsim o familie de solut, ii ortogonale în planul transversal, dată de

upm (ρ, ϕ, z) =
w0

w(z)

(√
2ρ

w(z)

)|m|

L|m|
p

(
2ρ2

w2(z)

)
× exp

(
− ρ2

w2(z)
− ikρ2

2R(z)
− imϕ

)
× exp(i (2p+ |m|+ 1)ψ(z) + iΦ0)

(2.3)

unde m ∈ Z este ordinul azimutal, iar p ∈ N este ordinul radial. În plus, am mai
introdus s, i numărul de undă k = 2π/λ, distant,a Rayleigh zR = πw2

0/λ, raza de curbură a
fasciculului R(z) = z + z2R/z, faza Guoy ψ(z) = arctan(z/zR) s, i talia fasciculului

w(z) = w0

√
1 +

(
z

zR

)2

.
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Avem libertatea să distribuim solut, ia scalară la cel mult două dintre cele 3 componente
carteziene ale câmpului electric,

Ex (r, t) = ξxE0Npmupm(r) exp(−ikz + iωt)

Ey (r, t) = ξyE0Npmupm(r) exp(−ikz + iωt)
(2.4)

iar a treia este dată de legea lui Gauss, ∇ · E = 0. Utilizând aproximat, ia paraxială, a
treia componentă devine,

Ez (r, t) ≈ − i

k

(
∂Ex

∂x
(r, t) +

∂Ey

∂y
(r, t)

)
. (2.5)

ξx s, i ξy sunt doi parametri complecs, i care definesc polarizarea câmpului s, i îndeplinesc,
|ξx|2 + |ξy|2 = 1, pentru a asigura că energia totală a fasciculului este invariantă la pola-
rizare. Npm este o constantă de normalizare ce asigură că fluxul de energie transportat
printr-un plan transversal este determinat doar de amplitudine E0 s, i de talia fasciculului
w0.

Similar, din legea lui Faraday putem obt, ine formulă exactă pentru câmpul magnetic
B (r, t),

B (r, t) =
i

ω
∇× E (r, t)

care în aproximat, ia paraxială devine,

Bx (r, t) ≈ −Ey (r, t)

c

By (r, t) ≈
Ex (r, t)

c

Bz (r, t) =
i

ω

(
∂Ey

∂x
(r, t)− ∂Ex

∂y
(r, t)

)
.

(2.6)

2.2 Vizualizarea Câmpului

În fig. 2.1 este ilustrată faza componentei Ex a câmpului electric. Se poate observa
cum atunci când câmpul este în modul fundamental p = m = 0, faza câmpului are
aspectul as,teptat de undă plană, izosuprafet,ele sunt plane paralele, hărt, ile de culoare
sunt gradient, i continui. În schimb, când m ̸= 0 faza capătă un pol la ρ = 0, s, i schimbă
semnul cu la trecerea prin zerourile polinomului asociat Laguerre.

În fig. 2.3 s, i fig. 2.2, am ilustrat în 3 moduri câmpului detaliat anterior, cu ment, iunea
că este multiplicat de anvelopa temporală gaussiană,

g(z, t) = exp

(
−
(
(t− t0)− z−z0

c

)2
τ 2pulse

)
, (2.7)

de care vom face uz în simulările cu particule, detaliate în capitolele următoare.
Observăm o diferent,ă calitativă fundamentală între modurile liniar polarizate s, i mo-

durile circular polarizate, cele din urmă având energia distribuită uniform în structuri cu
simetrie circulară, în timp ce precedentele formează structuri helicoidale ale căror helici-
tate este dicatată de ordinul azimutal m.
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(a) p = 0, m = 0

(b) p = 1, m = −1

(c) p = 2, m = −2

Figura 2.1: Faza complexă a lui Ex pentru diferite moduri LG. Panoul stâng al fiecărei
figuri reprezintă o izosuprafat,ă phase (r, t) = ±π/2, iar panoul drept cont, ine trei hărt, i de
culoare. Fasciculele sunt focalizate în planul xOy la z = 0.
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(a) p = 0, m = 0

Figura 2.2: Densitatea de energie a modurilor LG polarizate circular de dreapta, înmult, ite
punctual cu (2.7) cu parametrii τpulse = 10/ω s, i z0 = t0 = 0. Panoul stâng al fiecărei figuri
este o izo-suprafat,ă pentru w(r, t) = wmax/4, panoul mijlociu este o proiect, ie a intensităt, ii
maxime, iar panoul final este o serie de trei hărt, i de culoare care prezintă densitatea de
energie. Fasciculele sunt focalizate în planul xOy la z = 0.
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(a) p = 2, m = 2

(b) p = 2, m = −2

Figura 2.3: Idem fig. 2.3, dar pentru polarizare liniară p = 2, m = −2.
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Ecuat, iile de Mis,care Relativiste

3.1 Formule Generale

În cadrul tezei, ne-am propus să studiem transferul momentului cinetic de la fascicul
de lumină structurată către electroni prin accelerare directă, deci este de cea mai mare
important,ă să putem calcula eficient traiectoriile particulelor antrenate de fasciculele LG.

Întrucât există mai multe variante de calcul, a trebuit să măsurăm performant,a algo-
ritmilor de integrare a ecuat, iilor diferent, iale pentru fiecare variantă.

Prima variantă este cea pornind de la a doua lege a lui Newton, scrisă în termeni de
impuls corect relativist,

F =
dp

dt
, p = m0γ(v)v, (3.1)

unde m0 este masa de repaus a particulei s, i γ(v) este factorul Lorentz

γ(v) =

(
1− v2

c2

)− 1
2

. (3.2)

Ecuat, iile de mis,care se reduc la un set de 6 ecuat, ii diferent, iale ordinare s, i explicite de
ordinul întâi

dr

dt
= v (3.3a)

dv

dt
=

1

m0γ(v)

(
F− v · F

c2
v

)
(3.3b)

F = q(E (r, t) + v×B (r, t)) (3.3c)

unde F este fort,a Lorentz.
Cealaltă alternativă este formularea manifest covariantară a ecuat, iilor de mis,care. În

acest caz, avem următorul sistem de 8 ecuat, ii diferent, iale ordinare explicite de ordinul
întâi

dxµ

dτ
(τ) = uµ(τ) (3.4a)

duµ

dτ
(τ) =

q

m0

F µν(xρ(τ))gνσu
σ(τ). (3.4b)

unde xµ este forma contravariantă a vectorului 4-pozit, ie,

xµ = (ct, x, y, z) = (ct, r), (3.5)
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în sistemul laboratorului în termeni de timp t s, i pozit, ie r. Iar integrarea se realizează
în termeni de timpul propriu, τ , care este o cantitate de timp, inerentă fiecărei particule
urmărite, care acumulează timpul scurs dintr-un sistem de referint,ă care se mis,că în
fiecare moment în aceeas, i direct, ie s, i cu aceeas, i viteză ca s, i dinamica particulei pe care o
investigăm,

τ(T ) =

∫ T

t0

dt

γ(v(t))
. (3.6)

Fort,a Lorentz este în acest caz scrisă prin intermediul tensorului Faraday, care orga-
nizează componentele câmpului ele

F µν −→


0 −Ex/c −Ey/c −Ez/c

Ex/c
Ey/c
Ez/c

0 −Bz By

Bz 0 −Bx

−By Bx 0

. (3.7)

iar noi am utilizat metrica gµν = gµν = diag(1,−1,−1,−1).
Diferent,a cheie între cele două metode este că sistemul eq. (3.3) prezintă o disconti-

nuitate atunci când |v| → c, în timp ce eq. (3.4) evită această problemă (cu care ne vom
confrunta frecvent la amplitudini mari ale fasciculului incident) cu pret,ul de a adăuga
două ecuat, ii diferent, iale în sistem s, i de a pierde simultan dependent,a explicită cu raport
la timpul laboratorului.

3.2 Compararea algoritmilor numerici de integrare a
ecuat, iilor de mis,care

Plecând de la metodologia detaliată în [60], o modalitate de a evalua calitatea solut, iilor
produse de cele două sisteme de ecuat, ii este prin compararea rezultatelor integrării nu-
merice în raport cu o solut, ie analitică cunoscută.

A fost demonstrat că plasarea unei particule într-o undă plană polarizată liniar, într-un
punct în care potent, ialul vectorial este zero (în etalonare Coulomb),

A(x) = 0,

cu viteză init, ială

v0 = −k

k

c
4
a20

+ 1

rezultă într-o mis,care periodică denumită o „figură 8” [29, 61]. Aici a0 = qA/(m0c) este
parametrul adimensional de intensitate al câmpului, iar k este vectorul de undă.

O astfel de traiectorie, realizată pentru un electron (q = e s, i m0 = me) prin integrarea
numerică a ecuat, iilor(3.4) act, ionată de un câmp electromagnetic de forma

E (r, t) = exωA cos(kz − ωt) (3.8a)
B (r, t) = eykA cos(kz − ωt) (3.8b)

în sistemul de referint,ă al laboratorului este prezentată în fig. 3.1. Aici, am ales a0 = 2,
k s, i ω corespund la λ = 800 nm.
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Integrarea numerică a fost realizată în limbajul de programare Julia [62, 63], folosind
suita de software (pachetul) open source DifferentialEquations.jl [64]. Acesta oferă
o multitudine de algoritmi (solver -e), specializat, i pentru diverse tipuri de probleme.

Figura 3.1a ilustrează modul în care solver -ul ales automat de pachet nu reus,es,te să
ment, ină o orbită stabilă, în timp ce în figura 3.1b putem vedea clar că, pe parcursul unui
număr mai mare de iterat, ii, solver-ul Vern9() păstrează particula pe orbită.

(a) Traiectoria primelor 20 de perioade calculată
cu setările automate furnizate de pachet.

(b) Traiectoria primelor 100 de perioade calcu-
lată cu Vern9(), reltol = 1e-9 s, i abstol =
1e-9.

Figura 3.1: O comparat, ie a traiectoriilor calculate cu un solver ales de :auto s, i respectiv
de solver-ul Vern9() cu tolerant,e specificate; ambele figuri sunt scalate cu numărul de
undă k.

Astfel, am testat 73 dintre algoritmii pus, i la dispozit, ie de către pachetul sus-numit.
Pentru a putea evalua obiectiv performant,ele fiecăruia, am înregistrat timpul de calcul,
cantitatea de memorie utilizată s, i eroarea indusă.

Traiectoria „figurii 8” în sistemul de referint,ă al laboratorului, este dată de ecuat, ia
impliciă f(x, z) = 0, unde

f(x, z) = 16k2z2 + kx(kx− 2s)2(kx− 4s), (3.9)

s, i s este un factor adimensional, care depinde de a0 după cum urmează

s2 =
a20

4 + 2a20
. (3.10)

Astfel, definim eroarea reziduală că fiind ε = |fnumeric − fanalytic| s, i pentru a accentua
efectul acumulării de eroare pe parcursul integrării definim eroarea reziduală ponderată în
timp,

⟨ε⟩TW =

∫ T

0

τ |fnumeric(τ)| dτ
/∫ T

0

τ dτ (3.11)

Un ultim aspect de ment, ionat este că, deoarece Julia are inferent,ă dinamică de tipuri,
alocările dinamice de memorie care privesc variabile ale căror tipuri nu pot fi deduse în
timpul compilării încetinesc semnificativ execut, ia codului. Din acest motiv, se recomandă
ca operat, iunile care consumă multă memorie să fie efectuate in-place, peste memoria deja
alocată, ori de câte ori este posibil. Ca o except, ie de la regulă, pentru sistemele ODE cu
un număr suficient de mic de ecuat, ii, utilizarea tipurilor de date imuabile, dimensionate
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static, cum ar fi cele furnizate de StaticArrays.jl, poate produce o accelerare semni-
ficativă prin valorificarea alocărilor de tip stivă ale CPU [65]. Astfel, vom avea patru
configurat, ii de testat: covariant manifest vs. covariant non-manifest s, i integrare in-place
vs. integrare out-of-place.

Figura 3.2 prezintă în mod condensat rezultatele măsurate pentru cele 73 de solver-e
testate. Fiecare solver este reprezentat de un punct, abscisa reprezintă eroarea rezidu-
ală ponderată în timp, iar ordonata este timpul de execut, ie. Rezultatele detaliate sunt
disponibile în capitolul de anexe al tezei, respectiv tabelele 7.1, 7.2, 7.3 s, i 7.4.

Astfel, dintre algoritmii cu pas adaptiv, există o serie de solver-e rapide cu erori
reziduale reduse, s, i anume familia Vern [66], metoda canonică Runge-Kutta de ordinul
4th RK4 [67], familia OwrenZen [67], precum s, i DP5 [68], DP8 [69] s, i Tsit5 [70]. Cu toate
acestea, este destul de clar că Vern9 este cel mai robust dintre tot, i.

Într-adevăr, testele noastre de referint,ă sunt în concordant,ă cu cele ale SciML Bench-
marks — care pot fi găsite la [71] — în care se poate constata că solver-ul Vern9 este cel
mai performant solver pentru sisteme nerigide de ecuat, ii diferent, iale.
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Figura 3.2: Diagramă de dispersie a timpului de calcul pentru solut, ia numerică pentru
ecuat, iile (3.3) (albastru s, i galben) s, i (3.4) (verde s, i violet), atât pentru implementare
„in-place”, cât s, i pentru cei „out-of-place”, în funct, ie de eroarea reziduală ponderată în
timp (3.11).
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Transferul de Moment Cinetic de la Modurile
LG către Electroni

Pentru investigat, iile numerice, metodologia noastră a fost de a distribui un număr
larg de particule (104 – 108), init, ial în repaus în sistemul de referint,ă al laboratorului, în
planul focal al unui fascicul LG, modulat de o anvelopă temporală de tipul (2.7). Astfel,
utilizând integrarea numerică a ecuat, iilor (3.4) am putut obt, ine comportamentul dinamic
al particulelor, iar odată ce câmpul s-a atenuat suficient, particulele rămân cu un câs,tig
(sau o scădere) a momentului cinetic, pe care îl putem calcula.

4.1 Legi de scalare

Utilizând simulările numerice detaliate mai sus, am urmărit comportamentul momen-
tului cinetic al ansamblului în diferite condit, ii. Astfel, am calculat media peste toate
particulele, respectiv, valoarea maximă găsită în ansamblu, pentru momentul cinetic final
(când pulsul a plecat din vecinătatea particulelor). Am repetat simulările pentru dife-
rite ordine (p,m) s, i pentru cele două polarizări cheie, circular polarizat, respectiv liniar
polarizat.

Punând rezultatele obt, inute ca funct, ie de a0 într-o diagramă de dispersie cu axele
în scară logaritmică, a se vedea exemplul din figura 4.1, putem observa grafic cum
dependent,a finală, atât pentru mean(Lfinal

z ) (valoarea medie) cât s, i pentru max(Lfinal
z )

(valoarea maximă), are aspectul a două regimuri distincte, ambele cu dependent,ă liniară.
Acest fapt se traduce printr-o dependent,ă de tip putere a rezultatului final de a0,

f(Lfinal
z ) = exp(A)aB0 , (4.1)

unde f reprezintă fie media, fie maximul, as,a cum este detaliat mai sus.
As,a cum era de as,teptat, invariant la polarizare, sau la ordinul azimutal, când para-

metrul a0 este mic, dependent,a este liniară,

f(Lfinal
z ) ∝ a0, a0 ≪ 1. (4.2)

În schimb, după ce se face complet tranzit, ia în regimul de a0 mare, legea de scalare
obt, inută numeric depinde de polarizare după cum urmează,

(Lfinal
z )Liniar ∝ a20 (Lfinal

z )Circular ∝ a40. (4.3)

Distinct, ia se poate observa s, i în ceea ce prives,te plaja de valori pentru care se respectă
regimul liniar, respectiv cel de tip putere, s, i anume, pentru polarizarea liniară, tranzit, ia
are loc mult mai devreme, punctul de inflexiune survenind cu ordine de mărime mai jos
fat,ă de cazul circular polarizat.
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(a) Polarizare circulară de dreapta; Mod LG de
ordin p = 2, m = −2.

(b) Polarizare liniară pe axa Ox; Mod LG de
ordin p = 2, m = −2.

Figura 4.1: Legi de scalare pentru momentul cinetic maxim pe distribut, ia particulelor
calculate; panouri selectate din figurile publicate original în [28].

4.2 Aproximat, ii Analitice

Tensorul Lorentz al momentului cinetic relativist este dat de

Mµν = xµpν − xνpµ, (4.4)

unde identificăm Lx ≡ M23, Ly ≡ M31 s, i Lz ≡ M12. În plus, putem găsi un echivalent
relativist al cuplului luând derivata lui (4.4) în raport cu timpul propriu s, i găsim că
momentul fort,ei Lorentz asupra particulei este

dMµν

dτ
= quρ (x

µF νρ − xνF µρ) . (4.5)

Astfel, componenta Lz a unei particule evoluează în timp conform

dLz

dτ
= qγ(u) [(xEy(t, x, y, z)− yEx(t, x, y, z))

− (xux + yuy)Bz(t, x, y, z)

+ (xBx(t, x, y, z) + yBy(t, x, y, z))uz]

(4.6)

unde am folosit notat, ia obis,nuită în loc de cea covariantă. Putem simplifica în continuare
această expresie utilizând proprietăt, ile particulare ale fasciculelor paraxiale,

dLz

dτ
= qγ

[
(xEy − yEx)

(
1− uz

c

)
− (xux + yuy)Bz

]
. (4.7)

Dacă câmpurile sunt suficient de slabe astfel încât viteza particulei să se ment, ină |u| ≪
c, atunci putem neglija termenul magnetic. Putem aproxima în continuare momentul
cinetic câs,tigat de particulă (considerând u = 0 s, i neglijând implicit dinamica), luând
integrala de timp a componentei electrice rămase a cuplului, în timp ce r(t) = rinitial.
Astfel, variat, ia momentului cinetic, în funct, ie de coordonatele init, iale ale particulelor, va
fi dată de

∆Lz(rinitial) ≈
∫ τf

τi

qγ(xEy − yEx)dτ =

∫ tf

ti

q(xEy − yEx)dt, (4.8)
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unde remarcăm că pentru orice dependent,ă de coordonate înlocuim

r(t) = (x(t), y(t), z(t)) −→ (xinit,ial, yinit,ial, zinit,ial).

Datorită faptului că câmpul nostru este înzestrat cu o anvelopă temporală, rezultatul
va fi întotdeauna finit. Prin urmare, putem considera integrala pe (−∞,∞) ca fiind
rezultatul net al câmpului nostru pulsat.

Când câmpul electric este dat (2.4), respectiv (2.5), sunt modulate de anvelopa (2.7),
momentul cinetic indus estimat ca integrală de timp fat,ă de cuplul (4.8), τpulse = n/ω,
poate fi calculat analitic s, i ia forma

∆Lz(r) =qNpmE0

√
π
n

ω

w0

w(z)

(√
2ρ

w(z)

)|m|

L|m|
p

(
2ρ2

w2(z)

)
exp

(
− ρ2

w2(z)
− n2

4

)
×[

xRe

(
ξy exp

(
−imϕ− ikρ2

2R(z)
+ i(2p+ |m|+ 1)ψ(z) + iΦ0

))
−yRe

(
ξx exp

(
−imϕ− ikρ2

2R(z)
+ i(2p+ |m|+ 1)ψ(z) + iΦ0

))] (4.9)

unde amintim că formula este pentru particule în focus, adică z = 0. Acest rezultat
trebuie înt,eles ca fiind valid în limita a0 ≪ 1, el se aplică foarte bine pentru acest caz.

Graficul din partea stângă a Fig. 4.2 este o hartă normalizată a estimării momentului
cinetic (4.9) cu z = 0 s, i în funct, ie de coordonatele din planul xy. Folosim culoarea
pentru a reprezenta momentul cinetic estimat normalizat pe direct, ia z. În partea dreaptă
a Fig. 4.2 sunt rezultatele pentru patru simulări numerice a 10.000 de particule pentru
diferite a0, unde fiecare punct corespunde coordonatelor init, iale ale particulei în planul
xy s, i este colorat în funct, ie de momentul cinetic final căpătat de acea particulă pe aceeas, i
schemă de normalizare. Acest set de figuri este pentru cazul unui impuls Laguerre-Gauss
polarizat liniar (ξx = 1, ξy = 0) de ordinul p = 2 s, i m = −2 cu w0 = 75λ, λ = 800nm
s, i fază init, ială φ0 = 0. Modelul prezent în Fig. 4.2b) este, de asemenea, reprezentativ
pentru a0 < 10−8, în timp ce Fig. 4.2e) este, de asemenea, reprezentativ pentru a0 > 1.

Analog, în Fig. 4.3, graficul din partea stângă este o hartă a estimării momentului
cinetic normalizat (4.9) pentru impulsul Laguerre-Gauss polarizat circular (ξx = 1/

√
2,

ξy = i/
√
2) de ordinul p = 2 s, i m = −2 cu w0 = 75λ, λ = 800nm s, i faza init, ială φ0 = 0.

În mod similar, modelul prezent în Fig. 4.3b) este, de asemenea, reprezentativ pentru
a0 < 10−3, în timp ce Fig. 4.2e) este, de asemenea, reprezentativ pentru a0 > 1.

Pentru polarizările consacrate, dependent,a azimutală a expresiei de mai sus se reduce
la

∆Lz(r) ∝


−2 sin(ϕ) cos(−mϕ+ φ0), polarizare liniară pe x
2 cos(ϕ) cos(−mϕ+ φ0), polarizare liniară pe y
−
√
2 sin(ϕ−mϕ+ φ0), polarizare circulară de dreapta√

2 sin(−ϕ−mϕ+ φ0), polarizare circulară de stânga.

(4.10)

ceea ce ne dă posibilitatea să explorăm efectul fazei init, iale asupra momentului cinetic
final al particulelor.

Efectul fazei init, iale φ0 este acela de a induce o rotat, ie în planul xy al distribut, iei
de Lfinal

z în funct, ie de coordonatele init, iale ale particulei. Prin gruparea fazei init, iale cu
coordonata azimutală (ϕ + φ0

−m+s
), unde s ∈ {−1, 0, 1} în funct, ie de polarizarea aleasă,
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Figura 4.2: Lfinal
z al particulelor cu coordonate init, iale (x, y) după interact, iunea cu un

impuls LG polarizat liniar (ξx = 1, ξy = 0) cu p = 2, m = −2, w0 = 75λ, λ = 800nm s, i
fază init, ială Φ0 = 0, normalizată fat,ă de |Lz|max. a) reprezintă estimarea (4.9), în timp ce
grila cont, ine integrarea numerică a (3.4) unde b) (a0 = 10−8, |Lz|max = 4.96× 10−10ℏ),”
„c) (a0 = 2.63 × 10−7, |Lz|max = 1.32 × 10−8ℏ), d) (a0 = 10−5, |Lz|max = 3.23 × 10−6ℏ),
e) (a0 = 1, |Lz|max = 3.73× 104ℏ). Publicat init, ial în [60].

rotat, ia devine evidentă; vezi figura 4.4. Aceasta înseamnă că pentru |m| ≫ 1, efectul lui
φ0 devine neglijabil. În plus, în cazul fasciculelor polarizate liniar, va exista în mod necesar
o linie dreaptă care trece prin origine, paralelă cu polarizarea, care va avea moment cinetic
indus zero s, i care nu va fi afectată de faza init, ială, lăsând distribut, ia subiacentă a celei
de-a doua funct, ii trigonometrice din prima ramură a (4.10) să absoarbă rotat, ia indusă de
faza init, ială. În cazul nostru, acea linie va fi de-a lungul y = 0.

Pe de altă parte, la o valoare mare a lui a0, faza init, ială nu are niciun efect vizibil
imediat asupra distribut, iei momentului cinetic indus în funct, ie de coordonatele init, iale
pentru n = 10. În schimb, obt, inem din integrarea numerică inele concentrice cu semne
alternative. În cazul fasciculului polarizat liniar, două linii ortogonale împart, de aseme-
nea, distribut, ia în 4 sectoare cu semne alternative, as,a cum se poate observa în figura 4.2
e).

Similar, pornind de formula (4.9), putem genera o regulă de scalare cu durata pulsu-
lui/gradientul intensităt, ii dat de anvelopa temporală. Pentru un puls cu durată τpulse =
n/ω, avem regula de scalare

∆Lz ∝ n exp

(
−n

2

4

)
. (4.11)

Maximul expresiei este atins pentru n =
√
2, pe care îl folosim ca numitor standard.

Definim raportul standard ca

Rz(n) =
Lfinal
z (r0;n)

Lfinal
z (r0;

√
2)

=
n√
2
exp

(
1

2
− n2

4

)
, (4.12)

Am suprapus rezultatele unui ansamblu statistic de 1,000 de particule peste curba
teoretică normalizată din (4.12), rezultatul fiind prezentat în Fig. 4.5. Observăm o bună
concordant,ă între ec. (4.11) s, i simularea numerică, atâta timp cât impulsul este suficient
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Figura 4.3: Lfinal
z al particulelor cu coordonate init, iale (x, y) după interact, iunea cu un puls

LG polarizat circular (ξx = 1/
√
2, ξy = i/

√
2) cu p = 2, m = −2, w0 = 75λ, λ = 800nm

s, i fază init, ială ϕ0 = 0, normalizată fat,ă de |Lz|max. a) reprezintă estimarea (4.9), în timp
ce grila cont, ine integrarea numerică a (3.4) unde b) (a0 = 10−3, |Lz|max = 3.51× 10−5ℏ),
c) (a0 = 5.45× 10−2, |Lz|max = 2.07× 10−3ℏ), d) (a0 = 0.112, |Lz|max = 2.9× 10−2ℏ), e)
(a0 = 1, |Lz|max = 240.09ℏ). Publicat init, ial în [60].

Figura 4.4: Distribut, ia transversală normalizată a momentului cinetic unghiular transferat
unei particule cu coordonatele init, iale (x, y), Lfinal

z (x, y)initial/|Lz|max, calculată numeric
pentru polarizare liniară: a) φ0 = 0, |Lz|max = 4.96 × 10−10ℏ, b) φ0 = π/4, |Lz|max =
4.66 × 10−10ℏ, c) φ0 = π/2, |Lz|max = 3.83 × 10−10ℏ s, i polarizare circulară dreaptă: d)
φ0 = 0, |Lz|max = 3.51 × 10−10ℏ, e) φ0 = π/4, |Lz|max = 3.51 × 10−10ℏ, f) φ0 = π/2,
|Lz|max = 3.51 × 10−10ℏ, pentru un mod Laguerre-Gauss de ordinul p = 2 s, i m = −2 cu
a0 = 10−8. Publicat init, ial în [60].

de slab (a0 suficient de mic ), cât s, i scurt (n suficient de mic). În plus, există s, i o
interact, iune între a0 s, i n, unde timpul de expunere la câmp pentru care ec. (4.11) devine
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incorectă depinde de amplitudinea câmpului incident.

Figura 4.5: Raportul mediu al ansamblului statistic pentru diferite a0 la aceleas, i lăt, imi
de impuls suprapuse pe curba teoretică normalizată (4.12). Publicat init, ial în [60].

4.3 Particule dincolo de focus

Într-un final, discutăm modul în care fasciculele LG interact, ionează cu particulele
care nu sunt planul focal. Datorită accesului acordat la clusterul de înaltă performant,ă
al Universităt,ii din Bucures,ti, situat în Facultătea de Fizică, am putut lua codul scris
pentru a integra ecuat, iile exacte ale mis,cării, detaliat în teza in-extenso s, i să-l optimizez
pentru un număr mai mare de particule.

Pentru acest set de simulări, m-am concentrat exclusiv pe fasciculele LG de ordinul
p = 2, m = −2, modificând doar polarizarea între liniară de-a lungul direct, iei x s, i circulară
dreaptă. Durata pulsului a fost τpulse = 10/ω.

De data aceasta, particulele au fost aranjate de-a lungul unei grile uniforme. În planul
Oxy, grila a es,antionat de-a lungul intervalelor (−3.25w0, 3.25w0) × (−3.25w0, 3.25w0)
s, i a constat din Nx × Ny = 200 × 200 particule per sect, iune. Aceste sect, iuni au fost
distribuite de-a lungul direct, iei z în puncte echidistante Nz = 1001, es,antionând de-a
lungul intervalului (−2zR, 2zR).

Mai întâi, să observăm distinct, ia dintre figs. 4.6 and 4.7. Ambele figuri prezintă izo-
suprafet,e pentru Lfinal

z al unei particule ale cărei coordonate init, iale se aflau în punctul
respectiv, atât în regimul de a0 mic s, i mare, pentru fiecare polarizare. Este imediat evident
că distribut, ia momentului cinetic transmisă de la fascicul la particule este profund afectată
de polarizarea fasciculului. Când fasciculul incident este polarizat circular la dreapta,
particulele plasate înaintea planului focal, z < 0, câs,tigă un moment cinetic pozitiv în
direct, ia z, în timp ce particulele plasate după planul focal, z > 0, câs,tigă un moment
cinetic negativ în direct, ia z. Acest lucru lasă particulele plasate exact în planul focal cu
un răspuns foarte slab.

În figurile 4.8 s, i 4.9 avem hărt, i termice 2D care reprezintă sect, iuni pentru planurile
corespunzătoare din spat, iul 3D al condit, iilor init, iale, unde fiecare particulă este colo-
rată, la fel ca în figurile 4.2 s, i 4.3, bazate pe momentul cinetic final al fiecărei particule
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(a) For a0 = 10−3.

(b) For a0 = 10.

Figura 4.6: Graficul izo-suprafet,ei Lfinal
z (x0, y0, z0), transferat către o particulă cu coordo-

natele init, iale corespunzătoare, după ce a fost împrăs,tiată de un fascicul polarizat circular
pe dreapta. Faza init, ială a fost φ0 = 0.
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(a) For a0 = 10−8.

(b) For a0 = 10−4.

Figura 4.7: Graficul izo-suprafet,e Lfinal
z (x0, y0, z0), transferat către o particulă cu coordo-

natele init, iale corespunzătoare, după ce a fost împrăs,tiată de un fascicul polarizat liniar
în direct, ia x. Faza init, ială a fost φ0 = 0.
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es,antionate din grilă. Ment, ionăm că, fig. 4.8 es,antionează datele sale din aceeas, i simu-
lare ca s, i section 4.3. Sect, iunea xy a fost deplasată intent, ionat înainte, deoarece valorile
calculate pentru particulele cu condit, ii init, iale z0 = 0 sunt mult mai mici decât mediana
pe celelalte sect, iuni transversale s, i, în consecint,ă, ar produce un fundal alb atunci când
sunt scalate corespunzător.

Acest fapt, împreună cu scalarea cuartică observată în [28], ar trebui considerat ca
indicii ale faptului că momentul cinetic transferat de un fascicul polarizat circular către
o particulă de test încărcată, atunci când aceasta este plasată în focar, este, de fapt, un
efect de ordin superior.

Inelele care apar în panourile d s, i e din fig. 4.3 apar doar pe măsură ce conurile
separate anterior încep să se extrudeze dincolo de planul z = 0, în domeniul celuilalt.

Din figura 4.7 observăm că, spre deosebire de cazul polarizării circulare, polarizarea
liniară produce domenii cu semn alternativ care se extind pe întregul interval pe z. Figura
4.9 oferă o perspectivă alternativă asupra modului în care aceste domenii se intersectează,
alternând semnul lui Lfinal

z .
S, tim, pe baza lucrării lui Dmitriev s, i Korneev [22], că după contribut, ia de ordinul doi,

abia cea de ordinul patru nu este nulă, la Lfinal
z conform teoriei perturbat, iilor, care vor

scala după a20 s, i respectiv a40. În consecint,ă, deoarece izo-suprafet,ele de moment cinetic
pentru cazul polarizat liniar trec deja prin planul focal, putem observa imediat legătura cu
scalarea pătratică. În schimb, izo-suprafet,ele pentru polarizarea circulară se extrudează
în planul focal doar odată ce intensitatea devine foarte mare, ceea ce ar conecta-o cu o
corect, ie de ordinul 4.

Similar cu investigat, ia noastră 2D anterioară, extrudând în 3D, vedem din nou că în
cazul polarizat liniar, faza init, ială a fasciculului incident poate fi înt,eleasă ca o rotat, ie
în distribut, ia lui Lfinal

z . Acest lucru este vizibil în figurile din anexa 7.6 de la finalul tezi
in-extenso. Diferent,a la o schimbare de fază de π/2 este echivalentă cu o rotat, ie de −π/4,
până la o inversare a semnului la y = 0, exact as,a cum a fost prezis de eq. (4.10).
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(a) Pentru a0 = 10−3.

(b) Pentru a0 = 10.

Figura 4.8: Trei hărt, i termice ortogonale colorate în funct, ie de momentul cinetic final
în punctul corespunzător din spat, iul 3D al coordonatelor init, iale. Condit, iile identice cu
fig. 4.6.

30



(a) Pentru a0 = 10−8.

(b) Pentru a0 = 10−4.

Figura 4.9: Trei hărt, i termice ortogonale colorate în funct, ie de momentul cinetic final
în punctul corespunzător din spat, iul 3D cu coordonate init, iale. Condit, iile identice cu
fig. 4.7.
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Împrăs,tierea Thomson a Modurilor LG

De ce avem nevoie pentru a construi câmpul electromagnetic împrăs,tiat? Mai întâi,
traiectoriile particulelor s, i apoi radiat, ia rezultată. Apoi, putem trece la însumarea coe-
rentă pe o distribut, ie 2D a electronilor plasat, i în planul focal.

5.1 Aproximat, ia undei plane locale

Astfel, pentru a putea duce calculul analitic cât mai departe, ar fi foarte utilă o
aproximat, ie analitică explicită a traiectoriei particulelor care sunt mis,cate de câmp. În
acest scop, am introdus aproximat,ia undei plane locale, în care câmpul resimt, it de o
particulă este dat de o undă plană, cu amplitudini determinată de magnitudinea formei
canonice a câmpului, la coordonatele init, iale ale particulei.

EPW (r, t) = E0Npm Re

(
(exξx + eyξy)upm(R0)e

iχ

)
BPW (r, t) =

k

ω
× EPW (r, t) .

(5.1)

unde χ = kLz − ωLt, iar R0 = (ρ0,Φ0, 0), în coordonate cilindrice.
Suntem îndreptăt, it, i să facem asta atâta timp cât, particula rămâne în vecinătatea

coordonatelor init, iale. Acest fapt este îndeplinit atunci când a0 < 1, iar w0 > 75λ,
condit, ii pentru care aproximat, ia a fost validată numeric, prin integrarea ecuat, iilor exacte
(3.4), pentru câmpul descris în ecuat, iile (2.4), (2.5) s, i (2.6).

Astfel, pentru o particulă plasată în planul focal, potent, ialul vectorial corespunzător,
în etalonare Coulomb, ia forma

A (r, t) = A0(ρ0) (exζx cos(χ−mΦ0) + eyζy sin(χ−mΦ0)) (5.2)

unde am introdus notat, ia, ξx = iζx s, i ξy = −ζy, iar ζx,y ∈ R fără pierderea generalităt, ii.
În mod natural definim

A0(ρ0) =
E0

pm

ω

(√
2ρ0
w0

)|m|

L|m|
p

(
2ρ20
w2

0

)
e
− ρ20

w2
0 (5.3)

a(ρ0) =
|q|A(ρ0)
mc

(5.4)

care este amplitudinea locală, respectiv parametrul de intensitate adimnesional local.
În acest mod putem adapta direct solut, iile analitice consacrate pentru particula an-

grenată în mis,care de către unda plană [29] ca să obt, inem traiectoriile, înlocuind pur s, i
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simplu a0 → a(ρ0) s, i ϕ→ −mΦ0. Imediat obt, inem pozit, iile,

∆z(t) =
a2(ρ0)

4k

(
χ+

ζ2x − ζ2y
2

(sin(2χ− 2mΦo) + sin 2mΦ0)

)
(5.5)

∆r⊥(t) =
a(ρ0)

k

(
exζx sin(χ−mΦ0)− eyζy cos(χ−mΦ0)

)
(5.6)

iar vitezele sub forma factorului Lorentz β = v/c, derivând relat, iile de mai sus după
regula funct, iilor compuse s, i obt,nem

βz(t) =
F (χ)

1 + F (χ)
(5.7)

β⊥(t) = a(ρ0)
exζx cos(χ−mΦ0) + eyζy sin(χ−mΦ0)

1 + F (χ)
(5.8)

unde
F (χ) ≡ a2(ρ0)

4

(
1 +

(
ζ2x − ζ2y

)
cos(2χ− 2mΦ0)

)
(5.9)

În figura 5.1a ilustrăm o comparat, ie a impulsului particulelor cu diferite coordo-
nate init, iale între integrarea numerică a ecuat, iilor exacte s, i valorile rezultate în urma
aproximat, iei undei plane locale. Comparând valorile maxime ment, ionate în legenda fie-
cărei figuri, putem observa că eroarea este de cel mult 4% la t = 0 (aceasta este eroarea
acumulată în timpul pornirii câmpului de-a lungul anvelopei f(φ)) s, i cres,te liniar în timp
până la aproximativ 7.5% la t = 10T În Fig. 5.1b prezentăm analiza componentei Oz a
impulsului. S, i în acest caz, din graficele lui δpz observăm că eroarea relativă se modifică
între 6% la t = 0 s, i 10% la t = 10T . În final, comparând reprezentările lui px s, i pz, rezultă
că, per total, componenta longitudinală a lui p este de aproximativ 10% din componenta
radială.

5.2 Rezultate Generale

Câmpul radiat de un asemenea electron a cărui mis,care în sistemul de referint,ă al
laboratorului este descrisă de r(t), în punctul de observat, ie x, la momentul t, are forma
generală dată de potent, ialele Liénard–Wiechert. Astfel, câmpul îndepărtat, |∆r| ≪ |X|,
poate fi aproximat la primul ordin de

E (r, t) ≈ q

4πϵ0X0

n0 ×
(
(n0 − β)× a

)
c2(1− β · n0)3

∣∣∣∣
t→tr(t)

(5.10)

B (r, t) ≈ 1

c
n0 × E (r, t) (5.11)

unde am introdus o nouă notat, ie, explicitată în fig. 5.2, s, i anume deplasarea de la sar-
cina la punctul de observat, ie, X(t) = x − r(t), s, i versorul său n, respectiv, timpul în-
târziat/retardat, care indică momentul în care a fost emisă informat, ia provenită de la
particulă ce ajunge acum la punctul de observat, ie tr = t−X(tr)/c.

Astfel, după un calcul extins, se poate arăta că expresia transformatei Fourier tempo-
rale a câmpului electromagnetic ia forma unei serii de armonice după cum urmează

E(x, ω) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
E (r, t) eiωt dt =

∞∑
N=−∞

EN(x)δ
(
ω −N

ωL

α

)
(5.12)
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(a) Pentru direct, ia x. (b) Pentru direct, ia z.

Figura 5.1: Valorile instantanee ale pexact
i (rândurile superioare) s, i δpi = pexact

i − pLPWA
i

pentru fiecare particulă dintr-un ansamblu statistic de electroni în interact, iune cu un
fascicul LG cu pL = 2, mL = 2, a0 = 0.5 pentru diferit, i momente t ∈ (0, 10T ) scrise pe
fiecare grafică; valoarea maximă a lui |pi| s, i respectiv |δpi| este scrisă la fiecare moment
în titlul fiecărui grafic. Publicat init, ial în [72].

unde modul armonic EN(x) este dat de

EN(x) =− iqωNa(ρ0)
√
2π

8πϵ0αcX0

eiωN (X0−Z0)/ceiNmLΦ0

×

(
νz
a(ρ0)

2

(
JN +

ζ2x − ζ2y
2

(JN−2 + JN+2)

)
+ ν−JN+1 + ν+JN−1

) (5.13)

unde JN este o funct, ie Bessel generalizată care depinde de parametrii câmpului s, i de
geometria punctului de observat, ie, iar pentru argumente mici, ia valori proport, ionale cu
(a(ρ0)θ0)

N ; definit, ia completă împreună cu parametrii sunt disponibili în teza in-extenso.
În continuare am calculat câmpul rezultat din împrăs,tierea coerentă Thomson, de pe

o foaie subt, ire de electroni, plasat, i în focusul modului LG incident. La limită, însumarea
coerentă a contribut, iilor la câmpul electric al unei distribut, ii uniforme de electroni, poate
fi tratat ca drept o integrală peste toate condit, iile init, iale R0 = (ρ0,Φ0, 0) (în coordonate
cilindrice),

E(x, ω) =
∑
i

ERi
0
(x, ω) →

∫ δq︷ ︸︸ ︷
d2s σ(R0)

δER0

δq
. (5.14)

Întrucât distant,a Z până la ecranul de observat, ie este mult mai mare decât lungimea
de undă a laserului, datorită efectelor de interferent,ă ale câmpurilor electromagnetice
emise din diferite puncte ale planului focal, radiat, ia este emisă într-un con cu un unghi de
deschidere Θ0 ∼ 10−2 foarte mic (similar difract, iei Fraunhofer); aceasta poate fi estimată
din raportul extensiei radiale a distribut, iei măsurate pe ecran s, i valoarea lui Z.
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Figura 5.2: Diagrama notat, iilor: r(t) pozit, ia electronului, R0 = r(t0) pozit, ia init, ială a
electronului, ∆r(t) = r(t) − R0 deplasarea particulei, x punctul de observat, ie, X(t) =
x − r(t) punctul observat, ie relativ la particulă, n(t) = X(t)/X(t) versorul punctului de
observat, ie relativ la particulă, în sistemul de referint,ă al laboratorului.

Astfel, frecvent,a armonicei ωN = NωL/α, care depinde de zenitul vectorului ce defines,te
direct, ie de observat, ie fat,ă de particulă n, prin intermediul parametrului α = 1 + (1 −
cos θ0) a

2(ρ0)/4, poate fi aproximată ca ωN = NωL (θ0 ≤ Θ0 ≪ 1).
Definim modul armonicei N a câmpului îndepărtat EN(x) ca integrala peste toate

frecvent,ele apropiate de cea centrală NωL, după cum urmează

EN(x) =

∫ NωL+∆ω/2

NωL−∆ω/2

E(x, ω) dω =

∫
ρ0 dρ0

∫
dΦ0EN(x), (5.15)

pe care îl putem calcula numeric.

5.3 Rezultate numerice

În cazul polarizării circulare, ϵL = ζy/ζx = ±1, expresia modului uni-particulă EN(x)
se reduce la

EN(x) ≈ (ex + iϵLey)
iqωNa(ρ0)

√
π

8πϵ0αcX0

eiωN (X0−Z0)/ceiNmLΦ0

× ei(N−1)ϵLϕ0

2N−1(N − 1)!

(
N
a(ρ0)θ0√

2

)N−1 (5.16)

iar câmpul magnetic ia forma

BN(x) =
ez
c
×EN(x), (5.17)

unde am aproximat funct, iile Bessel generalizate în cel mai jos ordin de (a(ρ0) θ0).
Integrând numeric definit, ia (5.15), utilizând câmpul aproximativ găsit anterior pentru

un mod incident LG polarizat circular, găsim următoarele.
În fig 5.3 am prezentat componenta Sz măsurată pe un ecran la distant,a Z = 2×105λ

fat,ă de planul focal, pentru trei combinat, ii de valori pentru indicii pL,mL: (0, 0), (0, 1)
s, i (1, 1), pentru prima s, i a doua armonică. În toate cazurile, distribut, ia Sz este cilindric
simetrică în planul ecranului, deci este suficient să o reprezentăm în funct, ie de coordonata
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cilindrică ρ. Obt, inem în toate cazurile Θ0 ∼ λ/w0 ∼ 1
100

, în acord cu raportul dintre
lungimea de undă a laserului s, i diametrul fasciculului. Diagrama de interferent,ă constă
din inele concentrice a căror pozit, ie s, i dimensiune depind de N, pL,mL; singurul caz în
care este prezent un maxim central este pentru armonica fundamentală s, i pL = mL = 0.

Figura 5.3: Componenta Oz a vectorului Poynting S măsurat în planul Z = 2 × 105λ
(≈ 16 cm) pentru diferite valori ale lui N , pL, mL. (a) N = 1, pL = 0, mL = 0. (b)
N = 1, pL = 0, mL = 1. (c) N = 1, pL = 1, mL = 1. (d) N = 2, pL = 0, mL = 0. (e)
N = 2, pL = 0, mL = 1. (f) N = 2, pL = 1, mL = 1. Factorii de scalare s definit, i în text
sunt s = 0.1 a.u. (N = 1), respectiv s = 1.7 × 10 − 9 a.u. (N = 2). Publicat original
în [72].

Pentru fiecare N , valorile lui Sz reprezentate în figura 5.3 au fost scalate cu factorul
s = max(Sz)(pL = mL = 0) (maximul lui Sz pentru acelas, i N s, i pL = mL = 0); factorii de
scalare sunt scris, i în legendă. Putem observa diferent,e foarte mari între valorile numerice
ale armonicei fundamentale s, i ale celei de-a doua (vezi valorile factorilor de scalare s în
legenda figurii); acest fapt are două cauze: pe de o parte, câmpul electric depinde de
„unghiul local de împrăs,tiere” θ0 când En ∼ θN−1

0 s, i, deoarece împrăs,tierea are loc în
mare parte în direct, ia înainte, θ0 va fi de ordinul a Θ0 ≈ 10−2. Pe de altă parte, câmpul
emis EN depinde s, i de parametrul adimensional a0 când EN ∼ aN0 , ceea ce introduce un
factor suplimentar de 102 între Sz(N = 1) s, i Sz(N = 2).

Pe lângă simetria cilindrică, vectorul Poynting respectă s, i o lege de scalare în raport
cu ρ s, i Z: produsul Z2Sz(ρ, Z) depinde doar de raportul ρ/Z. Am verificat că pentru
Z ≥ 105λ relat, ia

Z2Sz(ρ, Z) = α2Z2Sz(αρ, αZ) (5.18)

este respectată cu o precizie foarte bună pentru valori arbitrare α ∈ (1, 10), ceea ce
înseamnă că la o distant,ă mare de planul focal, forma distribut, iei energiei radiat, iei emise
se propagă nedistorsionată în interiorul unui con cu un unghi de deschidere dat.

În figura 5.4 prezentăm componenta Ox a câmpului electric emis pentru pL = mL = 0,
N = 1 (a, d) s, i N = 2 (c, f) s, i pentru pL = mL = 1, N = 1 (b, e). În toate cazurile,
distant,a Z este 2× 105λ. Rândul superior arată partea reală a lui Ex, iar rândul inferior,
faza sa. Pentru N = 1, câmpul emis este în esent,ă identic cu cel incident: pentru
mL = 0 nu există dependent,ă azimutală de câmpul electric, iar pentru m = 1, acesta
are o structură elicoidală Ex ∼ eiΦ. O structură azimutală similară a câmpului emis se
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formează s, i pentru mL = 0 N = 2 (b s, i e). De asemenea, este în bună concordant,ă cu
rezultatul experimental prezentat de Hemsing s, i colab. [40]; în lucrarea lor, câmpul a fost
obt, inut prin împrăs,tierea unui mod gaussian pe un fascicul de electroni modulat elicoidal,
în timp ce în cazul nostru modulat, ia este realizată chiar de câmpul incident.

Rezultatele sunt similare pentru cazul N = 2, pL = 2, mL = ±2 prezentat în figura
5.5 care arată partea reală a componentei Ex a câmpului electric (panourile (a) s, i (d)) s, i
faza componentei Ex (panourile (b) s, i (e)), la aceeas, i distant,ă Z = 2× 105λ. În graficele
fazei lui Ex există două regiuni distincte: o regiune interioară de rază ρ1 ∼ 400λ în care
faza se schimbă lent cu ρ s, i regiunea exterioară în care faza se schimbă foarte rapid cu ρ,
dând nas,tere unei figuri spiralate, în acord cu observat, ia experimentală prezentată în [40].

În figura 5.5, panourile (c) s, i (f) cont, in grafice ale fazei lui Ex în funct, ie de unghiul
Φ în planul de observat, ie pentru trei valori ale lui ρ, alese pentru a corespunde razelor
inelelor concentrice în care este emisă radiat, ia ρ = 530λ, 1150λ s, i 1910λ. În toate cazurile
putem observa o concordant,ă foarte bună cu comportamentul prezis de ecuat, ia (5.22);
chiar s, i în regiunea exterioară, unde arg(Ex) se schimbă foarte rapid cu ρ, pentru ρ fix,
faza depinde liniar de Φ, cu coeficientul

q = NmL + (N − 1)ϵL =

{
−3, mL = −2
5, mL = 2

(5.19)

De asemenea, am verificat că în toate cazurile arg(Ex) =
π
2
− arg(Ey), deci radiat, ia emisă

este polarizată circular.

5.4 Aproximarea analitică a fazei

Continuând în cazul circular polarizat, câmpul total al modului N observat într-un
punct x, va avea forma

EN(x) = εL
iqkLN

N
√
π

8πϵ023(N−1)/2(N − 1)!

∫
ρ0 dρ0 a

N(ρ0)IΦ0(ρ0) (5.20)

unde εL = (ex + iϵLey), iar IΦ0(ρ0) este integrala după azimutul în spat, iul coordonatelor
init, iale s, i are forma

IΦ0(ρ0) =

∫
dΦ0

eiNkL(X0−Z0)

X0

eiNmLΦ0ei(N−1)ϵLϕ0θN−1
0 . (5.21)

Fiindcă integrandul nostru cont, ine o exponent, ială complexă ce oscilează rapid în ra-
port cu variabila de integrare, putem folosi metoda fazei stat, ionare [73] pentru a aproxima
valoarea lui IΦ0(ρ0). Astfel, găsim punctele Φ

(1)
0 = ϕ s, i Φ

(2)
0 = ϕ+ π, iar integrala devine

IΦ0(ρ0) ≈ ei(mLN+ϵL(N−1))ϕh(x; ρ0), (5.22)

iar h(x; ρ0) este o funct, ie dată în teza in-extenso, în cadrul sect, iunii 4.2.3.3.; faptul re-
marcabil este prefactorul

exp(i(mLN + ϵL(N − 1))ϕ)

care prezice comportamentul fazei în raport cu azimutul punctului de observat, ie, remarcat
în panourile (c) s, i (f) ale figurii 5.5.
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Figura 5.4: Coloana stângă: Re(Ex) a câmpului împrăs,tiat scalat în (−1, 1); coloana
dreaptă: faza lui Ex în unităt, i de π; toate măsurate pe un ecran amplasat la Z = 2×105λ.
(a, d) N = 1, pL = mL = 0, s = 0.052 a.u., (b, e) N = 1, pL = mL = 1, N = 1,
pL = mL = 1, s = 0.039 a.u., (c, f) N = 2, mL = pL = 0, s = 8.9× 10−6 a.u.. Publicate
original în [72].
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Figura 5.5: Câmpul împrăs,tiat pentru Z = 2 × 105λ, N = 2, pL = 2 s, i două valori
ale lui mL. (a) Partea reală a lui Ex scalată la intervalul (−1, 1), reprezentată în planul
de observat, ie pentru mL = −2; s = 1.0 × 10−9 a.u.; (b) Faza lui Ex în unităt, i de π,
arg(Ex)/π, reprezentată în planul de observat, ie pentru mL = −2; (c) faza lui Ex în
unităt, i de π, arg(Ex)/π, în funct, ie de unghiul azimutal Φ în planul de observat, ie pentru
mL = −2 s, i trei valori fixe ale lui ρ: ρ1 = 5.3× 102λ, ρ2 = 1.15× 103λ, ρ3 = 1.91× 103λ.
(d) – (f) idem (a) – (c), dar pentru mL = 2; factorul de scalare al lui (d) este acelas, i ca
în (a). Publicate original în [72].
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Concluzii

Această teză s, i-a propus să investigheze comportamentul particulelor cu sarcină sub
act, iunea fasciculelor Laguerre-Gauss. Prima jumătate a tezei a avut ca scop investigarea
transferului de moment cinetic de la fascicul către electroni. Unul dintre pilonii acestei
teze a fost capacitatea de a integra rapid s, i cu o precizie ridicată ecuat, iile analitice ale
mis,cării. Acest lucru a fost puternic înlesnit datorită numeroaselor contribut, ii la proiectele
open source din ecosistemul Julia, iar cheie printre acestea este pachetul Differential-
Equations.jl care cont, ine o multitudine de solver-e de ecuat, ii diferent, iale ordinare. Am
realizat un test comparativ pe solver-ele disponibile, punând în balant,ă timpul de calcul,
eroarea numerică indusă s, i utilizarea memoriei. Acest lucru a culminat în cele din urmă
cu capacitatea de a simula 40.04 milioane de particule pe o singură mas, ină disponibilă în
clusterul Universităt, ii din Bucures,ti, situat la Facultatea de Fizică.

Lucrările noastre init, iale au constat în calcularea traiectoriei particulelor dispuse în
planul transversal situat în focarul unui fascicul Laguerre-Gauss. Fasciculul în sine a fost
înmult, it cu o anvelopă temporală, astfel încât am putut calcula o cres,tere (sau descres,tere)
a momentului cinetic înregistrat pentru fiecare particulă. Aceasta ne-a permis să observăm
legile de scalare ale momentului cinetic transferat, liniare în regimul de intensitate scăzută
s, i de tip putere în regimul de intensitate ridicată, depinzând în funct, ie de polarizarea
fasciculului motor.

De asemenea, am ilustrat momentul cinetic câs,tigat în funct, ie de coordonatele init, iale.
Astfel, am observat două stări stat, ionare cu o distribut, ie geometrică bine definită, ce
tranzit, ionează continuu între ele.

Privind histogramele impulsului cinetic câs,tigat de particule, am putut constata că,
exceptând fasciculelor Laguerre-Gauss polarizate circular de intensitate mare, niciun mo-
ment cinetic net nu este transferat de la fascicul către ansamblu. Aceasta nu înseamnă
că particulele individuale nu pot câs,tiga cantităt, i mari de impuls cinetic, dar, în gene-
ral, distribut, iile nu trec testele de asimetrie, cu except, ia cazului fasciculelor intense cu
polarizare circulară. Există aici oportunitatea de a căuta modele dincolo de planul fo-
cal, în special prin utilizarea rezultatelor simulărilor la scară largă efectuate pe clusterul
Universităt, ii.

Plecând de la observat, ia că momentul cinetic final este „bine ordonat” în funct, ie de
coordonatele init, iale, am reus, it, de asemenea, să construiesc o aproximare analitică, es-
timând corect momentul cinetic câs,tigat, bazată pe presupunerea că pentru amplitudini
mici ale câmpului incident, particula încărcată nu se deplasează semnificativ dincolo de o
mică vecinătate în jurul coordonatelor sale init, iale, iar mis,carea sa va consta în oscilat, ii de
viteze foarte mici; prin urmare, aproximarea elimină totul cu except, ia câmpului electric
transversal.

Am testat aproximarea în regim liniar atât pentru momentul cinetic liniar, cât s, i pen-
tru cel circular s, i am găsit o bună concordant,ă cu valorile obt, inute numeric prin integrarea
ecuat, iilor exacte de mis,care utilizând câmpurile exacte. O observat, ie importantă cu pri-
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vire la regimul liniar este că, as,a cum am observat anterior în primele noastre lucrări,
există o diferent,ă puternică în ceea ce constituie regimul liniar, a0 = 10−8 pentru cazul
polarizat liniar, fat,ă de a0 = 10−2 pentru cazul polarizat circular.

Comparând aproximările, am abordat s, i problema momentului liniar longitudinal s, i
transversal în aproximarea fort,ei ponderomotoare. Am reus, it să validăm numeric legile
de scalare obt, inute prin aproximare s, i am putut, de asemenea, să explicăm de ce, în acest
cadru, niciun moment cinetic nu poate fi transferat de la fascicul la particule.

În a doua parte a tezei, trecem de la dinamica electronilor la radiat, ia emisă de aces,tia
atunci când sunt act, ionat, i folosind fascicule Laguerre-Gauss. Pornind de la lucrarea
de referint,ă a lui Sarachick s, i Schappert din 1970, adaptăm solut, ia lor analitică pentru
o particulă încărcată act, ionată de o undă plană la dinamica particulelor încărcate din
fasciculul LG printr-o aproximare introdusă de noi, pe care am numit-o „aproximarea
undei plane locale”. Am demonstrat numeric că, atunci când amplitudinea fasciculului
incident este suficient de mică s, i talia sa este suficient de lată, solut, iile analitice de la unda
plană pot fi reutilizate, prin simpla schimbare a parametrului de intensitate adimensional
cu unul a cărui valoare este dată de amplitudinea locală a fasciculului LG.

Folosind această aproximare, extindem lucrarea lui Taira s, i colab. [41] s, i calculăm
câmpul îndepărtat radiat pentru un singur electron. Apoi, modelăm o foaie subt, ire de
electroni ca o distribut, ie uniformă a densităt, ii de sarcină superficială σ. Suntem astfel
capabili să aproximăm analitic profilul de fază al câmpului îndepărtat radiat pentru un
fascicul incident Laguerre-Gauss cu polarizare circulară. În aproximat, ia noastră, radiat, ia
rezultată este, de asemenea, de natură elicoidală, iar sarcina sa topologică depinde de or-
dinea armonicii, de ordinul azimutală al fasciculului incident s, i de chiralitatea polarizării.

q = NmL + (N − 1)ϵL. (6.1)

Acest rezultat analitic vine s, i ca o predict, ie teoretică a unui rezultat experimental anterior
realizat de Hemsing s, i colab. [40]

În mod firesc, am testat formulele analitice rezultate pentru radiat, ie s, i am constatat
că aproximarea prezice foarte bine sarcina topologică (ordinul azimutal) a fasciculului
rezultat. Integrarea numerică confirmă, de asemenea, faptul că câmpul îndepărtat radiat
se deplasează pe un con cu deschidere îngustă; Vectorul Poynting, purtătorul energiei
radiate, respectă în consecint,ă următoarea lege de scalare

Z2Sz(ρ, Z) = α2Z2Sz(αρ, αZ) (6.2)

unde Z este pozit, ia ecranului.
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