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Introducere

Inca de la popularizarea lor in 1992 de citre Allen si colaboratorii sai [1], fasciculele
Laguerre-Gauss (LG) au fost un tip de baza de lumina structuratd cu aplicatii in multe
domenii, cum ar fi telecomunicatiile, pensetele optice, informatia cuantica etc. [2—4], pre-
cum si in cercetarea fundamentala, cum ar fi imprastierea fasciculelor elicoidale intense de
pe tinte [5] si in plasmi [6]. In aceasta teza in doud parti, proprietitile fundamentale ale
acestor fascicule sunt examinate, mai intai prin analizarea dinamicii unui numéar mare de
sarcini individuale a caror dinamica este determinata de acestea, si apoi prin analizarea
radiatiei emise de aceste sarcini.

Momentul cinetic J este o marime fizica care se conserva pentru sistemele invariante la
rotatii [7-9]. Uneori, aceastd marime poate fi separatd in mod natural intr-o componenta
orbitala L si o componenta de spin S, asa cum este cazul planetelor care orbiteaza Soarele
(o< L), care se rotesc si ele in jurul propriei axe (< S) [8,10]. Cu toate acestea, separa-
rea celor doua nu este intotdeauna posibila. Pentru campul electromagnetic, separarea
momentelor cinetice orbitale si de spin este o chestiune mult mai delicata.

In cea mai formald abordare, teorema lui Noether poate fi utilizatd, pentru a deduce
expresia momentului cinetic total J a campului electromagnetic [8]. Aceastd derivare
separa in mod natural momentul cinetic total al campului in contributii spatio-temporale
si interne. Prin analogie cu alte cazuri, in care momentul cinetic total este separabil,
aceste doua contributii sunt adesea numite momente cinetice ,orbitale” si,de spin”. Astfel,
momentul cinetic total al luminii ia forma,

Sfe\(t)
I (ro, 1) —GO/E(r,t) % A (r,)dV
D
- (1.1)

+ € /D Z [E; (r,t) ((r — o) X V) 4 (r,t)]dV

J

-
Lp(ro,t)
unde E este campul electric, iar A este potentialul vectorial.

Din pécate, asa cum a subliniat Barnett in [11], desi ecuatiile Maxwell libere sunt
invariante la rotatii, ceea ce in consecinta genereaza Jp(ro,t) conservat si invariant la
transformari de etalonare, ele nu sunt invariante la transformarile construite folosind
generatorii spatiu-timporali sau interni, luati separat. Consecinta acestor simetrii lipsa
este ca Sp(t) si Lp(rg, t) nu sunt nici invariante la etalonare, nici nu au garantia conservarii
independente [11-13].

In ciuda acestui fapt, daca totusi ne propunem si construim un fascicul de lumini a
carui structura prezinta o aparenta de moment cinetic orbital ,bine definit”, trebuie sa
incercam sa fortam campul electromagnetic in fascicule cu simetrie spatio-temporala fata
de generatoare pentru rotatii de coordonate.
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In special, dacd dorim si construim un fascicul care se propagi in directia z, cu un
moment cinetic orbital ,bine definit” in aceeasi directie, atunci cautam solutii pentru cam-
pul electromagnetic care sa fie simultan vectori proprii ai lui L., operatorul momentului
cinetic din mecanica cuanticd pentru particule scalare,

0
—iggU (r,t) = mu(r,t) (1.2)

unde ¢ este azimutul in coordonate cilindrice.

O astfel de solutie aprozimativa sunt fasciculele Laguerre-Gauss (LG). Ele pot fi gasite
in aproximatia paraxiald, rezolvand ecuatia Helmholtz in coordonate cilindrice. Modurile
Laguerre-Gauss sunt un subset particular de fascicule circulare [14], care satisfac, in ge-
neral, eq. (1.2) continand dependenta de azimut sub forma unei exponentiale complexe
e si, in plus, formeaza si o bazi ortogonali.

Astfel, in 1992, cand Allen si colab. au analizat densitatea momentului cinetic in
directia de propagare a unui fascicul LG si au comparat-o cu densitatea de energie, au
putut demonstra ca aceasta este o constanta. Valoarea acestei constante este raportul
dintre ordinul azimutal m (plus un termen legat de polarizare o) si viteza unghiulara
w [1].

J. (r,t)  m+o,
w(r,t)  w

(1.3)

Pe baza acestei euristici, Allen si colaboratorii sai au propus ipoteza conform careia
pentru fiecare foton cu energie cuantizatda hw, momentul cinetic total poate fi ,separat”
in orbital” hm si ,spin” ho,. Astfel a fost lansata afirmatia cd modurile Laguerre-Gauss
sunt o configuratie a campului electromagnetic cu un moment cinetic orbital (in mod
coincident) ,bine definit” |1, 15].

1.1 Interactia modurilor LG cu sarcini libere

In memoria recenti, s-au depus eforturi concertate, atat teoretice, cat si de simulare,
pentru a descifra aceasta dinamica. O serie de lucrari au investigat traiectoriile electronilor
in plasma [16-22|, utilizand simuléri de tip particule-in-celula (PIC) [23].

Intr-o lucrare din 2018, Nuter si colab. descriu interactiunea dintre un camp ,OAM”
(eng. orbital angular momentum; de moment cinetic orbital, adica continand dependenta
azimutald e™?) polarizat radial si plasmi, folosind un cod de simulare PIC, unde au
urmdrit electroni individuali in scopul masurarii transferului de moment cinetic [19]. De
asemenea, au reusit sa construiasca un model analitic, bazat pe rezultatele lor numerice,
cu o buna concordanta [19].

Tot in 2018, Baumann si Pukhov au folosit, de asemenea, cadrul PIC pentru a investiga
dinamica electronilor cu fascicule LG polarizate circular cu intensitati relativiste. Ei au
aratat ca pentru p = 0, se formeaza fascicule de electroni care au fie forme toroidale, fie
de fascicule elicoidale a caror chiralitate depinde de indicele efectiv j = m + o — suma
ordinului azimutal si a coeficientului polarizarii [20].

Pornind de la lucrarea lor anterioara, Nuter si colaboratorii sai aratda cum un mod
Laguerre-Gauss exact interactioneaza cu plasma folosind simulari 3D particule-in-celula
[21]. Ei au descoperit cd polarizarea optima pentru transferul ,OAM” este cea radiald
si au dezvoltat o abordare perturbativa pentru a calcula ,OAM” transferat de la fascicul
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catre electroni; cu toate acestea, in cazul polarizarii liniare, nici macar ordinul doi nu este
suficient pentru a capta transferul ,OAM” observat numeric [21].

In articolul sdu din 2020, Dondera a folosit atat ecuatiile exacte de miscire, cat si
potentialul ponderomotiv pentru a analiza dinamica particulelor individuale plasate atat
in fascicule Laguerre-Gauss, cit si in fascicule Bessel [24]. In aceastd lucrare, el s-a
preocupat in principal de traiectoriile particulelor singulare si de captarea adesea observata
la particulele incarcate care se afla pe partea interioard a inelelor de intensitate [24]. De
asemenea, el a aratat ca campurile longitudinale joaca un rol important in obtinerea
dinamicii corecte, in cazul integrarii ecuatiilor exacte ale miscarii [24].

Extinzand acest cadru de integrare a ecuatiilor exacte ale miscarii, Molnar si Stut-
man au analizat optimizarea acceleratiei si energiei particulelor incarcate in coliziune cu
fascicule LG [25|. Acestia s-au concentrat pe fascicule LG de ordin radial p = 0 si au
reglat talia fasciculului si ordinul azimutal pentru transferul maxim de energie longitu-
dinala [25]. Apoi, forta ponderomotoare a fost utilizatd pentru a construi o justificare
teoretica a rezultatelor [25].

Dmitiev si Korneev, pe langa contributiile la o serie de lucrari ale lui Nuter pe aceasta
tema, au publicat si singuri o serie de contributii, inclusiv o lucrare din 2022 in care discuta
modurile in care aproximarea paraaxiald si anvelopa temporala afecteaza transferul OAM
cétre particule si limitele sub care ar trebui luate in considerare corectiile [26] si o lucrare
din 2023 care prezinta un tratament al interactiunii plasma-laser in conditii de simetrie
axiald rupta [27].

Un tratament perturbativ extins al dinamicii electronilor supusi unui fascicul LG a fost
realizat de Dmitiev si Korneev in [22]. In aceasta lucrare, cei doi au analizat impulsul liniar
si impulsul cinetic al electronului pana la ordinul patru perturbativ, pentru parametrii
mici ai fasciculului agp < 1, wr™! < 1 si AMwy! < 1. Acestia au gasit o buna concordanta
intre teorie si simulirile PIC, in special pentru energia castigatd de o particuld [22]. In
plus, au gasit urmatoarele relatii pentru termenii perturbativi ai momentului cinetic,
L¥ « ag si (Lg4)>¢0 o ap [22], ceea ce pare a fi in concordantd cu o descoperire anterioara
a autorului acestei teze si a colaboratorilor sai in 28]

1.2 Imprastierea neliniara Thomson

Impréstierea neliniard Thomson — interactiunea campurilor electromagnetice intense
cu electronii liberi - a fost studiata pe larg inca de la lucrarile de pionierat ale lui Sarachik
si Schappert [29], care au derivat traiectoria relativista a electronilor intr-o unda plana
monocromaticd. Desi majoritatea studiilor s-au concentrat pe energia radiata [30-35],
cateva au abordat transferul momentului cinetic. Contributiile notabile includ analize
ale radiatiei sincrotron [36], ale radiatiei provenite de la miscarea circulard si spirala a
electronilor [37] si, mai recent, continutul de moment cinetic orbital (,OAM”) al luminii
imprastiate [38,39].

Generarea de fotoni purtatori de ,OAM” prin interactiuni laser-electron a fost demon-
stratd experimental de Hemsing si colab. [40], in timp ce Taira si colab. [41] au prezis
structuri de faza elicoidale in razele gamma produse prin imprastiere inversa neliniara
Thomson. Aceste descoperiri au motivat investigatii asupra interactiei materii cu lum-
nina structurata, incluzand atat modele de imprastiere incoerente, in care contributiile
particulelor sunt insumate independent [42,43|, cat si modele coerente, care iau in consi-
derare efectele de interferenta si sunt deosebit de relevante pentru studiile plasmei [44].
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In acest context, examindm impristierea neliniard coerentd Thomson a fasciculelor
Laguerre-Gauss pe ansambluri de electroni. Prin tratarea foii de electroni ca o distributie
continua, aratam ca interferenta duce la radiatii vortex cu o structura de faza mai bo-
gata decat cea prezisa pentru imprastierea particulelor individuale. Rezultatele noastre,
care prezic caracteristicile observate experimental [40] si extind predictiile teoretice [41],
sugereaza noi cai pentru generarea de fotoni helicoidali de inaltd energie [45-47].

1.3 Cercetare pe plan local

Pe scena internationald, multe laboratoare au acces la lasere de mare putere [48-50].
In timp ce, la nivel national, dispunem de ELI-NP si instalatia Petawatt din CETAL, cu
capacitdti de a produce impulsuri laser de mare intensitate |50, 51]. In istoria recenti,
o serie de proiecte de cercetare au fost finantate cu scopul de a investiga potentialul
modularii impulsurilor laser in fascicule elicoidale, cum ar fi PMIHLB - | Frontiers Research
in Photon-Matter Interaction Using Extreme Helical Light Beams” [52]. In cadrul si in
jurul proiectului mentionat, au fost publicate o serie de articole, inclusiv [53-59|, care
stabilesc utilizarea modurilor Laguerre-Gauss in domeniul experimental.

In concluzie, avand in vedere interesul activ al comunititii stiintifice, consider ca exista
motive puternice pentru a le investiga in continuare. Obiectul acestei teze va fi, in prima
parte, transferul momentului cinetic catre particule cu sarcina la imprastierea lor pe mo-
duri intense LG. In timp ce, in a doua parte, vom analiza radiatia emisa de particule dupa
imprastierea acestora modurile LG, sub forma imprastierii neliniare coerente Thomson.



Modurile Laguerre-Gauss

2.1 Formule Generale

Campul electromagnetic liber, caracterizat prin doi vectori tridimensionali E si B, in
fiecare punct din spatiu r, la fiecare moment de timp ¢, trebuie sa respecte ecuatia undei
pentru fiecare componenta. Modurile Laguerre-Gauss apar ca solutii monocromatice in
aproximatia paraxiala ale ecuatiei undei. Proprietatea lor definitorie este profilul de faza
cu dependenta azimutald de tip exp(im¢). Amintim ca ecuatia undei este

_1of
c? 0t?

Fara pierderea generalitatii, alegem ca directie de propagare axa Oz,
f(r,t) = u(r) exp(i(wt — kz))

, lar aproximatia paraxiala presupune ca orice schimbare de-a lungul axei de propagare
se intdmpla mult mai lent fatd de lungimea de unda. Astfel, pentru o componenta a
campului electromagnetic, ecuatia undei se reduce la ecuatia Helmholtz paraxiala; scrisa
in coordonate cilindrice, aceasta are forma

10 ou 1 0%u ou
—— | p— —2ik— =0, 2.2
pOp (pﬁp) 22)

+ _
p? 0¢? 0z
_ 2 1 26— y
undAe p=+/x?+y? sl ¢ = arctan .
In analogie cu mecanica cuantica, ecuatia de mai sus admite o solutie fundamentala,

sub forma modului Gaussian, dar si moduri superioare de lumina structurata. Astfel,
gasim o familie de solutii ortogonale in planul transversal, data de

o \/§p Im| - 22
tpm (2 6:2) = 103 (w(2)> by (wQ(Z))

p2 Zk,p2 .
g eXp(‘w2<z> TOR() “w)
x exp(i (2p + |m| + 1) Y(z) + iPy)

V2f (r,t) (r,t) = 0. (2.1)

unde m € Z este ordinul azimutal, iar p € N este ordinul radial. In plus, am mai
introdus si numéarul de unda k = 27/, distanta Rayleigh zp = w2/, raza de curbura a
fasciculului R(z) = 2 + 2%/ 2, faza Guoy 9(z) = arctan(z/zg) si talia fasciculului

w(z) = woy /1 + (1)2.

ZR
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Avem libertatea sa distribuim solutia scalara la cel mult doua dintre cele 3 componente
carteziene ale campului electric,

E, (r,t) = & EoNpmUpm () exp(—ikz + iwt)

2.4
E, (r,t) = & EoNpmUpm (r) exp(—ikz + iwt) (24)

iar a treia este data de legea lui Gauss, V - E = 0. Utilizand aproximatia paraxiala, a
treia componenta devine,

@@@m_é<%%mw+%%@@). (2.5)

& si &, sunt doi parametri complecsi care definesc polarizarea campului si indeplinesc,
&7 + 1,17 = 1, pentru a asigura ci energia totald a fasciculului este invarianta la pola-
rizare. N,,, este o constanta de normalizare ce asigura ca fluxul de energie transportat
printr-un plan transversal este determinat doar de amplitudine Ej si de talia fasciculului
wq-

Similar, din legea lui Faraday putem obtine formula exacta pentru campul magnetic
B (r,1),

B@ﬂziVxEmﬂ

care in aproximatia paraxiala devine,

4@mﬂz§%ﬁ2 (2.6)

&@@:£<%%@o—%%mw)

2.2  Vizualizarea Campului

In fig. 2.1 este ilustratd faza componentei E, a campului electric. Se poate observa
cum atunci cand campul este in modul fundamental p = m = 0, faza campului are
aspectul asteptat de unda plana, izosuprafetele sunt plane paralele, hartile de culoare
sunt gradienti continui. In schimb, cand m # 0 faza capitd un pol la p = 0, si schimba
semnul cu la trecerea prin zerourile polinomului asociat Laguerre.

In fig. 2.3 si fig. 2.2, am ilustrat in 3 moduri campului detaliat anterior, cu mentiunea
ca este multiplicat de anvelopa temporala gaussiana,

g(z,t) = exp <— ((t _ tol _ %) ) , (2.7)

7-pulse

de care vom face uz in simularile cu particule, detaliate in capitolele urmatoare.

Observam o diferenta calitativa fundamentala intre modurile liniar polarizate si mo-
durile circular polarizate, cele din urma avand energia distribuita uniform in structuri cu
simetrie circulara, in timp ce precedentele formeaza structuri helicoidale ale caror helici-
tate este dicatata de ordinul azimutal m.
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Figura 2.1: Faza complexa a lui E, pentru diferite moduri LG. Panoul stang al fiecarei
figuri reprezinta o izosuprafata phase (r,t) = +7/2, iar panoul drept contine trei harti de
culoare. Fasciculele sunt focalizate in planul Oy la z = 0.
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Figura 2.2: Densitatea de energie a modurilor LG polarizate circular de dreapta, inmultite
punctual cu (2.7) cu parametrii Tyuse = 10/w si 2o = to = 0. Panoul stang al fiecdrei figuri
este o izo-suprafatd pentru w(r, t) = wpax /4, panoul mijlociu este o proiectie a intensitatii
maxime, iar panoul final este o serie de trei harti de culoare care prezinta densitatea de
energie. Fasciculele sunt focalizate in planul xOy la z = 0.
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Ecuatiile de Miscare Relativiste

3.1 Formule Generale

In cadrul tezei, ne-am propus si studiem transferul momentului cinetic de la fascicul
de lumina structurata catre electroni prin accelerare directa, deci este de cea mai mare
importanta sa putem calcula eficient traiectoriile particulelor antrenate de fasciculele LG.

Intrucat existd mai multe variante de calcul, a trebuit si masurdm performanta algo-
ritmilor de integrare a ecuatiilor diferentiale pentru fiecare varianta.

Prima varianta este cea pornind de la a doua lege a lui Newton, scrisa in termeni de
impuls corect relativist,

dp

F=—
dt’

p = myy(V)v, (3.1)

unde mg este masa de repaus a particulei si y(v) este factorul Lorentz

v(v) = (1 - V—2> . (3.2)

c2

[N

Ecuatiile de miscare se reduc la un set de 6 ecuatii diferentiale ordinare si explicite de
ordinul intai

dr

7=V (3.3a)
dv 1 v:F
T = ) <F - v) (3.3)
F=qE(([,t)+v xB(rt)) (3.3¢)

unde F este forta Lorentz.

Cealalta alternativa este formularea manifest covariantara a ecuatiilor de miscare. In
acest caz, avem urmatorul sistem de 8 ecuatii diferentiale ordinare explicite de ordinul
intai

dzH i
e (1) = u#(7) (3.4a)
% (r) = m%FW(:cﬂ(T))gqu(T). (3.4D)

unde x* este forma contravarianta a vectorului 4-pozitie,
ot = (et,z,y,z) = (ct,r), (3.5)
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in sistemul laboratorului in termeni de timp ¢ si pozitie r. lar integrarea se realizeaza
in termeni de timpul propriu, T, care este o cantitate de timp, inerenta fiecarei particule
urmarite, care acumuleaza timpul scurs dintr-un sistem de referinta care se misca in
fiecare moment in aceeasi directie si cu aceeasi viteza ca si dinamica particulei pe care o

investigam,
Toat
T(T):/to SO (3.6)

Forta Lorentz este in acest caz scrisa prin intermediul tensorului Faraday, care orga-
nizeaza componentele campului ele

0 —Ex/c —Ey/c —Ez/c
Befe 0 —B, B,
ByJe B, 0 —B,
B:fe —-B, B, 0

Fr — (3.7)

iar noi am utilizat metrica ¢" = g, = diag(1, —1, -1, —1).

Diferenta cheie intre cele doud metode este ca sistemul eq. (3.3) prezinta o disconti-
nuitate atunci cand |v| — ¢, in timp ce eq. (3.4) evitd aceasta problema (cu care ne vom
confrunta frecvent la amplitudini mari ale fasciculului incident) cu pretul de a adiuga
doua ecuatii diferentiale in sistem si de a pierde simultan dependenta explicita cu raport
la timpul laboratorului.

3.2 Compararea algoritmilor numerici de integrare a
ecuatiilor de miscare

Plecand de la metodologia detaliatd in [60], o modalitate de a evalua calitatea solutiilor
produse de cele doua sisteme de ecuatii este prin compararea rezultatelor integrarii nu-
merice in raport cu o solutie analitica cunoscuta.

A fost demonstrat ca plasarea unei particule intr-o unda plana polarizata liniar, intr-un
punct in care potentialul vectorial este zero (in etalonare Coulomb),

A(x) =0,
cu viteza initiala
k ¢
V —_—  —_———
M
0

rezulta intr-o miscare periodicd denumitd o ,figura 8” [29,61]. Aici ag = gA/(myc) este
parametrul adimensional de intensitate al campului, iar k este vectorul de unda.

O astfel de traiectorie, realizata pentru un electron (¢ = e si mg = me) prin integrarea
numerica a ecuatiilor(3.4) actionatd de un camp electromagnetic de forma

E(r,t) = e;wAcos(kz — wt) 3.8a)
B (r,t) = e ,kAcos(kz — wt) (3.8b)

in sistemul de referinta al laboratorului este prezentata in fig. 3.1. Aici, am ales ay = 2,
k si w corespund la A = 800 nm.
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Integrarea numerica a fost realizatd in limbajul de programare Julia [62,63], folosind
suita de software (pachetul) open source DifferentialEquations.jl [64]. Acesta ofera
o multitudine de algoritmi (solver-e), specializati pentru diverse tipuri de probleme.

Figura 3.1a ilustreaza modul in care solver-ul ales automat de pachet nu reuseste sa
mentina o orbita stabila, in timp ce in figura 3.1b putem vedea clar ca, pe parcursul unui
numar mai mare de iteratii, solver-ul Vern9() pastreaza particula pe orbita.

0.15
0.1 0.10
0.05
& 007 2 0.00
—0.05
—0.1¢
—0.10
0.2} i : | ‘ —0.15 ‘ i . ‘ ‘
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
kx kx
(a) Traiectoria primelor 20 de perioade calculatd (b) Traiectoria primelor 100 de perioade calcu-
cu setdrile automate furnizate de pachet. latd cu Vern9(), reltol = le-9 si abstol =
le-9.

Figura 3.1: O comparatie a traiectoriilor calculate cu un solver ales de :auto si respectiv
de solver-ul Vern9() cu tolerante specificate; ambele figuri sunt scalate cu numarul de
unda k.

Astfel, am testat 73 dintre algoritmii pusi la dispozitie de cétre pachetul sus-numit.
Pentru a putea evalua obiectiv performantele fiecaruia, am inregistrat timpul de calcul,
cantitatea de memorie utilizata si eroarea indusa.

Traiectoria figurii 8” in sistemul de referinta al laboratorului, este data de ecuatia
implicia f(x,z) = 0, unde

f(z,2) = 16k°2* + ka(kx — 2s)?(kx — 4s), (3.9)
si s este un factor adimensional, care depinde de ag dupa cum urmeaza

2
2 Qg

=% 1
T it 2a (310)

Astfel, definim eroarea reziduald ca fiind € = | foumeric — fanalytic| S1 pentru a accentua
efectul acumulérii de eroare pe parcursul integrarii definim eroarea reziduald ponderata in

timp, . .
_ o e(P)]d d 3.11
Ehrw = [ 7 o) // rdr (3.11)

Un ultim aspect de mentionat este ci, deoarece Julia are inferenta dinamica de tipuri,
alocarile dinamice de memorie care privesc variabile ale caror tipuri nu pot fi deduse in
timpul compilarii incetinesc semnificativ executia codului. Din acest motiv, se recomanda
ca operatiunile care consuma multa memorie sa fie efectuate in-place, peste memoria deja
alocata, ori de cate ori este posibil. Ca o exceptie de la reguld, pentru sistemele ODE cu
un numar suficient de mic de ecuatii, utilizarea tipurilor de date imuabile, dimensionate
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static, cum ar fi cele furnizate de StaticArrays. jl, poate produce o accelerare semni-
ficativd prin valorificarea alocarilor de tip stivid ale CPU [65]. Astfel, vom avea patru
configuratii de testat: covariant manifest vs. covariant non-manifest si integrare in-place
vs. integrare out-of-place.

Figura 3.2 prezinta in mod condensat rezultatele masurate pentru cele 73 de solver-e
testate. Fiecare solver este reprezentat de un punct, abscisa reprezinta eroarea rezidu-
ala ponderata in timp, iar ordonata este timpul de executie. Rezultatele detaliate sunt
disponibile in capitolul de anexe al tezei, respectiv tabelele 7.1, 7.2, 7.3 si 7.4.

Astfel, dintre algoritmii cu pas adaptiv, existd o serie de solver-e rapide cu erori
reziduale reduse, si anume familia Vern [66|, metoda canonicd Runge-Kutta de ordinul
4th RK4 [67|, familia OwrenZen [67], precum si DP5 [68], DP8 [69] si Tsit5 [70]. Cu toate
acestea, este destul de clar ca Vern9 este cel mai robust dintre toti.

Intr-adevir, testele noastre de referinta sunt in concordanta cu cele ale SciML Bench-
marks — care pot fi gisite la [71] — in care se poate constata cad solver-ul Vern9 este cel
mai performant solver pentru sisteme nerigide de ecuatii diferentiale.
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Figura 3.2: Diagrama de dispersie a timpului de calcul pentru solutia numerica pentru
ecuatiile (3.3) (albastru si galben) si (3.4) (verde si violet), atat pentru implementare
sn-place”, cat si pentru cei ,out-of-place”, in functie de eroarea reziduald ponderata in

timp (3.11).
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Transferul de Moment Cinetic de la Modurile
LG catre Electroni

Pentru investigatiile numerice, metodologia noastra a fost de a distribui un numaér
larg de particule (10 — 10%), initial in repaus in sistemul de referinta al laboratorului, in
planul focal al unui fascicul LG, modulat de o anvelopa temporala de tipul (2.7). Astfel,
utilizand integrarea numerica a ecuatiilor (3.4) am putut obtine comportamentul dinamic
al particulelor, iar odata ce campul s-a atenuat suficient, particulele ramén cu un castig
(sau o scadere) a momentului cinetic, pe care il putem calcula.

4.1 Legi de scalare

Utilizand simularile numerice detaliate mai sus, am urmarit comportamentul momen-
tului cinetic al ansamblului in diferite conditii. Astfel, am calculat media peste toate
particulele, respectiv, valoarea maxima gasita in ansamblu, pentru momentul cinetic final
(cand pulsul a plecat din vecinatatea particulelor). Am repetat simularile pentru dife-
rite ordine (p,m) si pentru cele doua polarizari cheie, circular polarizat, respectiv liniar
polarizat.

Punand rezultatele obtinute ca functie de ag intr-o diagrama de dispersie cu axele
in scara logaritmica, a se vedea exemplul din figura 4.1, putem observa grafic cum
dependenta finald, atat pentru mean(Lia!) (valoarea medie) cat si pentru max(Linal)
(valoarea maxima), are aspectul a doud regimuri distincte, ambele cu dependenta liniara.

Acest fapt se traduce printr-o dependenta de tip putere a rezultatului final de ay,

FILE™) = exp(A)ag, (4.1)

unde f reprezinta fie media, fie maximul, asa cum este detaliat mai sus.
Asa cum era de asteptat, invariant la polarizare, sau la ordinul azimutal, cand para-
metrul ay este mic, dependenta este liniara,

f(LImah) o g, ap < 1. (4.2)

In schimb, dupa ce se face complet tranzitia in regimul de ay, mare, legea de scalare
obtinuta numeric depinde de polarizare dupa cum urmeaza,

(Lgnal)Liniar X a?) (Lgnal)Circular X aé- (43)

Distinctia se poate observa si in ceea ce priveste plaja de valori pentru care se respecta
regimul liniar, respectiv cel de tip putere, si anume, pentru polarizarea liniara, tranzitia
are loc mult mai devreme, punctul de inflexiune survenind cu ordine de marime mai jos
fata de cazul circular polarizat.
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(a) Polarizare circulard de dreapta; Mod LG de (b) Polarizare liniard pe axa Ox; Mod LG de
ordin p=2, m = —2. ordin p=2, m= —2.

Figura 4.1: Legi de scalare pentru momentul cinetic maxim pe distributia particulelor
calculate; panouri selectate din figurile publicate original in [28].

4.2 Aproximatii Analitice
Tensorul Lorentz al momentului cinetic relativist este dat de
M* = xtp” — 2¥pH, (4.4)

unde identificim L, = M?, L, = M® si L, = M'2. In plus, putem gasi un echivalent
relativist al cuplului ludnd derivata lui (4.4) in raport cu timpul propriu si gisim ca
momentul fortei Lorentz asupra particulei este
dpHv
dr

Astfel, componenta L, a unei particule evolueaza in timp conform

dL,
dr

= qu, (z"F"P — oV FH?). (4.5)

qf)/(u> [(JZEy(t, z,Y, Z) - yEx(t’ z,Y, Z))

+ (IBac(ta z,y, Z) + yBy(t7 r,y, Z)) uz]

unde am folosit notatia obisnuita in loc de cea covarianta. Putem simplifica in continuare
aceasta expresie utilizand proprietatile particulare ale fasciculelor paraxiale,

dL,
dr

Dacéa campurile sunt suficient de slabe astfel incat viteza particulei sa se mentina |u| <
¢, atunci putem neglija termenul magnetic. Putem aproxima in continuare momentul
cinetic castigat de particula (considerand u = 0 si neglijand implicit dinamica), ludnd
integrala de timp a componentei electrice ramase a cuplului, in timp ce r(t) = Tl
Astfel, variatia momentului cinetic, in functie de coordonatele initiale ale particulelor, va
fi data de

=qy [(xEy —yE,) (1 - %) — (zu, + yuy)Bz] : (4.7)

Tf ty
AL, (Tinitial) & / q¢y(xEy — yE,)dr = / q(xE, — yE,)dt, (4.8)
T t

3 T
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unde remarcam ca pentru orice dependenta de coordonate inlocuim
I‘(t) = (Z'(t), y(t)a Z(t)) — (xini‘giala Yinitial, Zinipial)-

Datorita faptului ca campul nostru este inzestrat cu o anvelopa temporala, rezultatul
va fi intotdeauna finit. Prin urmare, putem considera integrala pe (—oo,00) ca fiind
rezultatul net al campului nostru pulsat.

Cand campul electric este dat (2.4), respectiv (2.5), sunt modulate de anvelopa (2.7),
momentul cinetic indus estimat ca integrald de timp fatd de cuplul (4.8), Tpuse = n/w,
poate fi calculat analitic si ia forma

ol () 7 ()l )
[x Re (éy exp <—im¢ — ;:,f: +i(2p + |m| + 1)(z) + z®0)> (4.9)

2

il et

unde amintim ca formula este pentru particule in focus, adica z = 0. Acest rezultat
trebuie inteles ca fiind valid in limita ay < 1, el se aplica foarte bine pentru acest caz.

Graficul din partea stanga a Fig. 4.2 este o harta normalizata a estimarii momentului
cinetic (4.9) cu z = 0 si in functie de coordonatele din planul xy. Folosim culoarea
pentru a reprezenta momentul cinetic estimat normalizat pe directia z. In partea dreapta
a Fig. 4.2 sunt rezultatele pentru patru simulari numerice a 10.000 de particule pentru
diferite ag, unde fiecare punct corespunde coordonatelor initiale ale particulei in planul
xy si este colorat in functie de momentul cinetic final capatat de acea particula pe aceeasi
schemé de normalizare. Acest set de figuri este pentru cazul unui impuls Laguerre-Gauss
polarizat liniar (£, = 1, {, = 0) de ordinul p = 2 si m = —2 cu wy = 75\, A = 800nm
si fazd initiald @y = 0. Modelul prezent in Fig. 4.2b) este, de asemenea, reprezentativ
pentru ag < 1078, in timp ce Fig. 4.2e) este, de asemenea, reprezentativ pentru ag > 1.

Analog, in Fig. 4.3, graficul din partea stanga este o harta a estimarii momentului
cinetic normalizat (4.9) pentru impulsul Laguerre-Gauss polarizat circular (&, = 1/v/2,
¢, =1i/v2) de ordinul p = 2 si m = —2 cu wy = 75\, A = 800nm si faza initiala ¢y = 0.
In mod similar, modelul prezent in Fig. 4.3b) este, de asemenea, reprezentativ pentru
ap < 1073, in timp ce Fig. 4.2e) este, de asemenea, reprezentativ pentru ag > 1.

Pentru polarizarile consacrate, dependenta azimutala a expresiei de mai sus se reduce
la

—25sin(¢p) cos(—me + ¢q), polarizare liniard pe x

2 cos(¢) cos(—me + ¢g), polarizare liniara pe y

AL,(r) (4.10)

2sin(¢ — m¢ + ¢y), polarizare circulara de dreapta

V2sin(—¢ — m¢ + @), polarizare circulard de stanga.

ceea ce ne da posibilitatea sa exploram efectul fazei initiale asupra momentului cinetic
final al particulelor.

Efectul fazei initiale ¢, este acela de a induce o rotatie in planul zy al distributiei
de Ll in functie de coordonatele initiale ale particulei. Prin gruparea fazei initiale cu
coordonata azimutala (¢ + ), unde s € {—1,0, 1} in functie de polarizarea aleasa,

m+s
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Figura 4.2: Lfinal a] particulelor cu coordonate initiale (x,7) dupid interactiunea cu un
impuls LG polarizat liniar ({, =1, {, =0) cu p = 2, m = =2, wy = 75\, A = 800nm si
faza initiald ®y = 0, normalizata fata de |L.|™*. a) reprezinta estimarea (4.9), in timp ce
grila contine integrarea numerica a (3.4) unde b) (ap = 1078, |L.|™ = 4.96 x 107'%),”
,€) (ap = 2.63 x 1077, |L.|™ = 1.32 x 10~%h), d) (ap = 1075, |L.|™ = 3.23 x 10~h),
e) (ap =1, |L.|™ = 3.73 x 10*h). Publicat initial in [60].

rotatia devine evidenta,; vezi figura 4.4. Aceasta inseamna ca pentru |m| > 1, efectul lui
o devine neglijabil. In plus, in cazul fasciculelor polarizate liniar, va exista in mod necesar
o linie dreapta care trece prin origine, paralela cu polarizarea, care va avea moment cinetic
indus zero si care nu va fi afectata de faza initiald, lasand distributia subiacenta a celei
de-a doua functii trigonometrice din prima ramura a (4.10) si absoarba rotatia indusa de
faza initiala. In cazul nostru, acea linie va fi de-a lungul y = 0.

Pe de alta parte, la o valoare mare a lui ag, faza initiala nu are niciun efect vizibil
imediat asupra distributiei momentului cinetic indus in functie de coordonatele initiale
pentru n = 10. In schimb, obtinem din integrarea numerica inele concentrice cu semne
alternative. In cazul fasciculului polarizat liniar, doui linii ortogonale impart, de aseme-
nea, distributia in 4 sectoare cu semne alternative, asa cum se poate observa in figura 4.2
e).

Similar, pornind de formula (4.9), putem genera o regula de scalare cu durata pulsu-
lui/gradientul intensitatii dat de anvelopa temporala. Pentru un puls cu duratd muse =
n/w, avem regula de scalare

n

2
AL, x nexp(—z). (4.11)

Maximul expresiei este atins pentru n = v/2, pe care il folosim ca numitor standard.
Definim raportul standard ca

Lﬁnal(ro. n) n 1 n2
Rn)=—2—2" — — oxpl=-—), 4.12
( ) Lgnal(ro;\/ﬁ) \/§ XP<2 4) ( )

Am suprapus rezultatele unui ansamblu statistic de 1,000 de particule peste curba
teoreticd normalizata din (4.12), rezultatul fiind prezentat in Fig. 4.5. Observam o buna
concordanta intre ec. (4.11) si simularea numerica, atata timp cat impulsul este suficient
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Figura 4.3: Linal a] particulelor cu coordonate initiale (x, ) dupa interactiunea cu un puls
LG polarizat circular (&, = 1/v/2, &, = i/V/2) cu p =2, m = —2, wy = 75\, A = 800nm
si fazd initiald ¢y = 0, normalizata fata de |L.|™™. a) reprezinta estimarea (4.9), in timp
ce grila contine integrarea numerica a (3.4) unde b) (ag = 1073, |L,|™™ = 3.51 x 107°h),
¢) (ap = 5.45 x 1072, | L™ = 2.07 x 10~*h), d) (ap = 0.112, | L™ = 2.9 x 10-2h), e)
(ap = 1, |L,|™ = 240.09h). Publicat initial in [60].
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Figura 4.4: Distributia transversala normalizata a momentului cinetic unghiular transferat
unei particule cu coordonatele initiale (x,y), LI (2, y)iita/|L.|™", calculatd numeric
pentru polarizare liniara: a) ¢y = 0, |L.|™ = 4.96 x 1071, b) ¢y = 7/4, |L.|"™ =
4.66 x 1078, ¢) pg = 7/2, |L.|™™ = 3.83 x 1071°% si polarizare circulara dreapta: d)
wo = 0, |L|™ = 3.51 x 1071%A, e) o = 7/4, |L.|™ = 3.51 x 10714, ) ¢y = /2,
|L.|™™ = 3.51 x 1071°A, pentru un mod Laguerre-Gauss de ordinul p = 2 si m = —2 cu
ag = 1078, Publicat initial in [60].

de slab (ag suficient de mic ), cat si scurt (n suficient de mic). In plus, exista si o
interactiune intre ag si n, unde timpul de expunere la cAmp pentru care ec. (4.11) devine
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incorecta depinde de amplitudinea campului incident.
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Figura 4.5: Raportul mediu al ansamblului statistic pentru diferite a( la aceleasi latimi
de impuls suprapuse pe curba teoretica normalizata (4.12). Publicat initial in [60].

4.3 Particule dincolo de focus

Intr-un final, discutdm modul in care fasciculele LG interactioneazi cu particulele
care nu sunt planul focal. Datorita accesului acordat la clusterul de inalta performanta
al Unwersitatii din Bucuresti, situat in Facultatea de Fizica, am putut lua codul scris
pentru a integra ecuatiile exacte ale miscarii, detaliat in teza in-extenso si sa-l optimizez
pentru un numar mai mare de particule.

Pentru acest set de simulari, m-am concentrat exclusiv pe fasciculele LG de ordinul
p =2, m = —2, modificand doar polarizarea intre liniara de-a lungul directiei x si circulara
dreapta. Durata pulsului a fost 7,5 = 10/w.

De data aceasta, particulele au fost aranjate de-a lungul unei grile uniforme. In planul
Ozy, grila a esantionat de-a lungul intervalelor (—3.25wy, 3.25wg) X (—3.25wy, 3.25wy)
si a constat din N, x N, = 200 x 200 particule per sectiune. Aceste sectiuni au fost
distribuite de-a lungul directiei z in puncte echidistante N, = 1001, esantionand de-a
lungul intervalului (—2zg, 22R).

Mai intai, sa observam distinctia dintre figs. 4.6 and 4.7. Ambele figuri prezinta izo-
suprafete pentru L™ al unei particule ale ciirei coordonate initiale se aflau in punctul
respectiv, atat in regimul de ag mic si mare, pentru fiecare polarizare. Este imediat evident
ca distributia momentului cinetic transmisa de la fascicul la particule este profund afectata
de polarizarea fasciculului. Cand fasciculul incident este polarizat circular la dreapta,
particulele plasate inaintea planului focal, z < 0, castiga un moment cinetic pozitiv in
directia z, in timp ce particulele plasate dupa planul focal, z > 0, castiga un moment
cinetic negativ in directia z. Acest lucru lasa particulele plasate exact in planul focal cu
un raspuns foarte slab.

In figurile 4.8 si 4.9 avem harti termice 2D care reprezinta sectiuni pentru planurile
corespunzatoare din spatiul 3D al conditiilor initiale, unde fiecare particula este colo-
rata, la fel ca in figurile 4.2 si 4.3, bazate pe momentul cinetic final al fiecarei particule
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Figura 4.6: Graficul izo-suprafetei L (zq, o, 20), transferat citre o particuld cu coordo-
natele initiale corespunzatoare, dupa ce a fost imprastiata de un fascicul polarizat circular
pe dreapta. Faza initiala a fost g = 0.
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Figura 4.7: Graficul izo-suprafete Lia!(z¢, 4o, 20), transferat citre o particuld cu coordo-
natele initiale corespunzatoare, dupa ce a fost imprastiata de un fascicul polarizat liniar
in directia x. Faza initiala a fost ¢g = 0.
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esantionate din grila. Mentionam ca, fig. 4.8 esantioneaza datele sale din aceeasi simu-
lare ca si section 4.3. Sectiunea xy a fost deplasata intentionat inainte, deoarece valorile
calculate pentru particulele cu conditii initiale zp = 0 sunt mult mai mici decat mediana
pe celelalte sectiuni transversale si, in consecinta, ar produce un fundal alb atunci cand
sunt scalate corespunzator.

Acest fapt, impreuna cu scalarea cuartica observata in [28|, ar trebui considerat ca
indicii ale faptului cda momentul cinetic transferat de un fascicul polarizat circular catre
o particula de test incidrcata, atunci cAnd aceasta este plasatd in focar, este, de fapt, un
efect de ordin superior.

Inelele care apar in panourile d si e din fig. 4.3 apar doar pe masura ce conurile
separate anterior incep sa se extrudeze dincolo de planul z = 0, in domeniul celuilalt.

Din figura 4.7 observam ca, spre deosebire de cazul polarizarii circulare, polarizarea
liniara produce domenii cu semn alternativ care se extind pe intregul interval pe z. Figura
4.9 ofera o perspectiva alternativa asupra modului in care aceste domenii se intersecteaza,
alternand semnul lui Lfina!,

Stim, pe baza lucrarii lui Dmitriev si Korneev [22], c& dupa contributia de ordinul doi,
abia cea de ordinul patru nu este nuld, la Ll conform teoriei perturbatiilor, care vor
scala dupa a? si respectiv ag. In consecinta, deoarece izo-suprafetele de moment cinetic
pentru cazul polarizat liniar trec deja prin planul focal, putem observa imediat legatura cu
scalarea patratica. In schimb, izo-suprafetele pentru polarizarea circulara se extrudeaza
in planul focal doar odata ce intensitatea devine foarte mare, ceea ce ar conecta-o cu o
corectie de ordinul 4.

Similar cu investigatia noastra 2D anterioara, extrudand in 3D, vedem din nou ca in
cazul polarizat liniar, faza initiala a fasciculului incident poate fi inteleasa ca o rotatie
in distributia lui Ll Acest lucru este vizibil in figurile din anexa 7.6 de la finalul tezi
in-extenso. Diferenta la o schimbare de faza de m/2 este echivalenta cu o rotatie de —m /4,
pana la o inversare a semnului la y = 0, exact asa cum a fost prezis de eq. (4.10).
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Figura 4.8: Trei harti termice ortogonale colorate in functie de momentul cinetic final
in punctul corespunzator din spatiul 3D al coordonatelor initiale. Conditiile identice cu
fig. 4.6.
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Figura 4.9: Trei harti termice ortogonale colorate in functie de momentul cinetic final
in punctul corespunzator din spatiul 3D cu coordonate initiale. Conditiile identice cu
fig. 4.7.
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Imprastierea Thomson a Modurilor LG

De ce avem nevoie pentru a construi cimpul electromagnetic imprastiat? Mai intai,
traiectoriile particulelor si apoi radiatia rezultata. Apoi, putem trece la insumarea coe-
renta pe o distributie 2D a electronilor plasati in planul focal.

5.1 Aproximatia undei plane locale

Astfel, pentru a putea duce calculul analitic cat mai departe, ar fi foarte utila o
aproximatie analitica explicita a traiectoriei particulelor care sunt miscate de camp. In
acest scop, am introdus aprozimatia undei plane locale, in care campul resimtit de o
particula este dat de o unda plana, cu amplitudini determinata de magnitudinea formei
canonice a campului, la coordonatele initiale ale particulei.

EPW (I‘, t) = E()Npm Re ((exfx + eyéy)upm(%o)eix)
(5.1)

k
Bpw (I', t) = z X Epw (I‘, t) .

unde x = kpz — wit, iar My = (po, Po, 0), in coordonate cilindrice.

Suntem indreptatiti sa facem asta atata timp cat, particula raméne in vecindtatea
coordonatelor initiale. Acest fapt este indeplinit atunci cand ay < 1, iar wy > 75,
conditii pentru care aproximatia a fost validata numeric, prin integrarea ecuatiilor exacte
(3.4), pentru campul descris in ecuatiile (2.4), (2.5) si (2.6).

Astfel, pentru o particuld plasata in planul focal, potentialul vectorial corespunzator,
in etalonare Coulomb, ia forma

A (r,t) = Ao(po) (€x(s cos(x — mPy) + e, ¢, sin(x — mdPy)) (5.2)

unde am introdus notatia, &, = i(, si {, = —(,, iar (,, € R fara pierderea generalitatii.
In mod natural definim

Im| 2
Epm (V2 200\ %
Ao(po) = —F ( po) Lim (i;))e g (5.3)

W Wo

a(po) = W (5.4)

care este amplitudinea locala, respectiv parametrul de intensitate adimnesional local.
In acest mod putem adapta direct solutiile analitice consacrate pentru particula an-
grenata in miscare de citre unda plana [29] ca sd obtinem traiectoriile, inlocuind pur si
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simplu ag — a(pg) si  — —m®Py. Imediat obtinem pozitiile,

Az(t) = %ZO) (X + % (sin(2x — 2m®,) + sin 2m<I>0)) (5.5)
Ar, (t) = G(l,:o) (exgx sin(x — m®q) — e,(, cos(x — m(IDO)) (5.6)

iar vitezele sub forma factorului Lorentz B = v/¢, derivand relatiile de mai sus dupa
regula functiilor compuse si obtnem

B.(t) = % (5.7)
B..(1) = alpy) o) o Sl ~ mo (5.5)

unde )
F(x) = @ (po) (14 (¢ =) cos(2x — 2mPy)) (5.9)

4

In figura 5.1a ilustrdm o comparatie a impulsului particulelor cu diferite coordo-
nate initiale intre integrarea numerica a ecuatiilor exacte si valorile rezultate in urma
aproximatiei undei plane locale. Comparand valorile maxime mentionate in legenda fie-
cérei figuri, putem observa ci eroarea este de cel mult 4% la t = 0 (aceasta este eroarea
acumulatd in timpul pornirii cAmpului de-a lungul anvelopei f(¢)) si creste liniar in timp
pand la aproximativ 7.5% la ¢ = 107" In Fig. 5.1b prezentim analiza componentei Oz a
impulsului. Si in acest caz, din graficele lui dp, observam ca eroarea relativa se modifica
intre 6% la t = 0 si 10% la t = 107 In final, comparand reprezentarile lui p, si p., rezulta
ca, per total, componenta longitudinala a lui p este de aproximativ 10% din componenta
radiala.

5.2 Rezultate Generale

Campul radiat de un asemenea electron a carui miscare in sistemul de referinta al
laboratorului este descrisa de r(t), in punctul de observatie x, la momentul ¢, are forma
generald datd de potentialele Liénard-Wiechert. Astfel, campul indepartat, |Ar| < |X|,
poate fi aproximat la primul ordin de

E(r,t g ((m—F)xa) 5.10
(r,t) = dren Xy (1 — B -nyp)? t—te(t) 10

1
B (r,t) ~ -nyg x E(r,?) (5.11)

&

unde am introdus o noua notatie, explicitata in fig. 5.2, si anume deplasarea de la sar-
cina la punctul de observatie, X(t) = x — r(t), si versorul sau n, respectiv, timpul in-
tarziat /retardat, care indicd momentul in care a fost emisa informatia provenitd de la
particuld ce ajunge acum la punctul de observatie ¢, =t — X (t,)/c.

Astfel, dupa un calcul extins, se poate ardta ca expresia transformatei Fourier tempo-
rale a campului electromagnetic ia forma unei serii de armonice dupa cum urmeaza

E(x,w) = \/%_W/ZE(r,t) et dt = _f_: En(x)d (w— N%) (5.12)
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(a) Pentru directia . (b) Pentru directia z.

Figura 5.1: Valorile instantanee ale p¢*t (randurile superioare) si dp; = pgxact — pLPWA
pentru fiecare particula dintr-un ansamblu statistic de electroni in interactiune cu un
fascicul LG cu p;, = 2, mp = 2, ag = 0.5 pentru diferiti momente ¢ € (0,107") scrise pe
fiecare graficd; valoarea maxima a lui |p;| si respectiv |dp;| este scrisi la fiecare moment

in titlul fiecarui grafic. Publicat initial in [72].

unde modul armonic €y (x) este dat de

Ey(x) = — iqwna(po)V2m pion (Xo=Z0) /e jiNm @

8megac Xy (5.13)
a(po) ( G—-q . - - - '
v, 9 JN T 5 (In—2 +In+2) | +V_Ins1 + V1 In-

unde Jy este o functie Bessel generalizata care depinde de parametrii campului si de

geometria punctului de observatie, iar pentru argumente mici, ia valori proportionale cu

(a(po)fo)Y; definitia completa impreuns cu parametrii sunt disponibili in teza in-extenso.

In continuare am calculat campul rezultat din imprastierea coerentd Thomson, de pe

o foaie subtire de electroni, plasati in focusul modului LG incident. La limita, insumarea

coerenta a contributiilor la campul electric al unei distributii uniforme de electroni, poate

fi tratat ca drept o integrala peste toate conditiile initiale SR = (po, Po, 0) (in coordonate
cilindrice),

dq
——N—
E(x,w) = Z B, (x,w) — / d%s o (MRo) 5]:?;‘

. (5.14)

Intrucat distanta Z pana la ecranul de observatie este mult mai mare decat lungimea
de unda a laserului, datorita efectelor de interferenta ale campurilor electromagnetice
emise din diferite puncte ale planului focal, radiatia este emisa intr-un con cu un unghi de
deschidere ©g ~ 1072 foarte mic (similar difractiei Fraunhofer); aceasta poate fi estimata
din raportul extensiei radiale a distributiei masurate pe ecran si valoarea lui Z.
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Figura 5.2: Diagrama notatiilor: r(¢) pozitia electronului, SRy = r(ty) pozitia initiald a
electronului, Ar(t) = r(t) — P, deplasarea particulei, x punctul de observatie, X(t) =
x — r(t) punctul observatie relativ la particuld, n(t) = X(¢)/X(¢) versorul punctului de
observatie relativ la particula, in sistemul de referinta al laboratorului.

Astfel, frecventa armonicei wy = Nwp/a, care depinde de zenitul vectorului ce defineste
directie de observatie fatd de particula n, prin intermediul parametrului a = 1 4 (1 —
cos By) a*(po) /4, poate fi aproximata ca wy = Nwy, (6 < Qg < 1).

Definim modul armonicei N a campului indepartat €y (x) ca integrala peste toate
frecventele apropiate de cea centrala Nwy, dupa cum urmeaza

Nwr+Aw/2
En(x) :/ E(x,w)dw = /pgdpo/dfbo ¢y (x), (5.15)
Nwr—Aw/2

pe care il putem calcula numeric.

5.3 Rezultate numerice

In cazul polarizarii circulare, e, = (y/Cs = £1, expresia modului uni-particula & y(x)
se reduce la

GN(X) ~ (ex + iELey)quNa(pO)ﬁein(Xo_ZO)/CeiNqu:'O

87T€0CYCXO
ei(N=1)eL o Na(p0)90 N= (5.16)
X
2N-L1(N — 1)! V2
iar campul magnetic ia forma
€.
%N(X) = ? X GN(X), (517)

unde am aproximat functiile Bessel generalizate in cel mai jos ordin de (a(po) o).

Integrand numeric definitia (5.15), utilizand cAmpul aproximativ gasit anterior pentru
un mod incident LG polarizat circular, gasim urmatoarele.

In fig 5.3 am prezentat componenta S, masuratd pe un ecran la distanta Z = 2 x 105
fata de planul focal, pentru trei combinatii de valori pentru indicii pr, mz: (0,0), (0,1)
si (1,1), pentru prima si a doua armonica. In toate cazurile, distributia S. este cilindric
simetrica in planul ecranului, deci este suficient sa o reprezentam in functie de coordonata
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cilindrica p. Obtinem in toate cazurile ©y ~ \/wg ~ ﬁ, in acord cu raportul dintre
lungimea de unda a laserului si diametrul fasciculului. Diagrama de interferenta consta
din inele concentrice a caror pozitie si dimensiune depind de N, pr, mp; singurul caz in
care este prezent un maxim central este pentru armonica fundamentala si pp, = my = 0.

1.0}

S, (arb. units)
=
Ut

0.01

0 500 1000 1500 2000
p/A

Figura 5.3: Componenta Oz a vectorului Poynting S méasurat in planul Z = 2 x 10°\
(~ 16 cm) pentru diferite valori ale lui N, py, mg. (a) N =1, p, = 0, my = 0. (b)
N:l,pLZO,mLzl. (C)Nzl,pLzl,mLzl. (d)NIQ,pLIO,mL:O. (e)
N=2p,=0,mp,=1 (f) N=2,p, =1, my = 1. Factorii de scalare s definiti in text
sunt s = 0.1 a.u. (N = 1), respectiv s = 1.7 x 10 — 9 a.u. (N = 2). Publicat original
in [72].

Pentru fiecare N, valorile lui S, reprezentate in figura 5.3 au fost scalate cu factorul
s = max(S,)(pr = mr = 0) (maximul lui S, pentru acelasi N si p;, = my = 0); factorii de
scalare sunt scrisi in legenda. Putem observa diferente foarte mari intre valorile numerice
ale armonicei fundamentale si ale celei de-a doua (vezi valorile factorilor de scalare s in
legenda figurii); acest fapt are doud cauze: pe de o parte, campul electric depinde de
sunghiul local de imprastiere” 6y cand E, ~ 65 ' si, deoarece imprastierea are loc in
mare parte in directia inainte, 6y va fi de ordinul a ©y ~ 1072, Pe de altd parte, campul
emis Ey depinde si de parametrul adimensional ag cand Ey ~ a’, ceea ce introduce un
factor suplimentar de 10? intre S,(N = 1) si S.(N = 2).

Pe langa simetria cilindrica, vectorul Poynting respecta si o lege de scalare in raport
cu p si Z: produsul Z%S,(p, Z) depinde doar de raportul p/Z. Am verificat ca pentru
Z > 10° X relatia

72S.(p, Z) = o*Z%S,(ap,aZ) (5.18)

este respectatd cu o precizie foarte bunad pentru valori arbitrare a@ € (1,10), ceea ce
inseamna ca la o distantd mare de planul focal, forma distributiei energiei radiatiei emise
se propaga nedistorsionata in interiorul unui con cu un unghi de deschidere dat.

In figura 5.4 prezentam componenta Oz a cAmpului electric emis pentru p, = my, = 0,
N =1 (a,d) si N=2(c, f)sipentru p, =my =1, N =1 (b, e). In toate cazurile,
distanta Z este 2 x 10°\. Randul superior arata partea reald a lui E,, iar randul inferior,
faza sa. Pentru N = 1, campul emis este in esenta identic cu cel incident: pentru
my = 0 nu exista dependenta azimutala de campul electric, iar pentru m = 1, acesta
are o structura elicoidald £, ~ €'®. O structura azimutala similara a campului emis se
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formeaza si pentru my, = 0 N = 2 (b si e). De asemenea, este in buna concordantd cu
rezultatul experimental prezentat de Hemsing si colab. [40]; in lucrarea lor, cAmpul a fost
obtinut prin imprastierea unui mod gaussian pe un fascicul de electroni modulat elicoidal,
in timp ce in cazul nostru modulatia este realizata chiar de campul incident.

Rezultatele sunt similare pentru cazul N = 2, p;, = 2, my = %2 prezentat in figura
5.5 care arata partea reald a componentei F, a campului electric (panourile (a) si (d)) si
faza componentei E, (panourile (b) si (e)), la aceeasi distantd Z = 2 x 10°\. In graficele
fazei lui E, exista doua regiuni distincte: o regiune interioara de raza p; ~ 400\ in care
faza se schimba lent cu p si regiunea exterioara in care faza se schimba foarte rapid cu p,
dand nastere unei figuri spiralate, in acord cu observatia experimentald prezentata in [40].

In figura 5.5, panourile (c) si (f) contin grafice ale fazei lui E, in functie de unghiul
® in planul de observatie pentru trei valori ale lui p, alese pentru a corespunde razelor
inelelor concentrice in care este emisa radiatia p = 530\, 1150\ si 1910\. In toate cazurile
putem observa o concordanti foarte buna cu comportamentul prezis de ecuatia (5.22);
chiar si in regiunea exterioara, unde arg(F,) se schimba foarte rapid cu p, pentru p fix,
faza depinde liniar de ®, cu coeficientul

—3, my = —2
5, mp = 2

q=Nmp+ (N —1)e, = { (5.19)

T _

De asemenea, am verificat ci in toate cazurile arg(E,) = § — arg(E, ), deci radiatia emisa
este polarizata circular.

5.4 Aproximarea analitica a fazei

Continuand in cazul circular polarizat, campul total al modului N observat intr-un
punct x, va avea forma

qu:LNNﬁ N ~
Enx) = &1t [ o™ (p0)3u(r0) (5.20)

unde €, = (e, +iere,), iar Jp,(po) este integrala dupa azimutul in spatiul coordonatelor
initiale si are forma

etVkL(Xo—2o) N b i(N N
T (p0) = / 4By SN g, (5.21)

Fiindca integrandul nostru contine o exponentiala complexa ce oscileaza rapid in ra-
port cu variabila de integrare, putem folosi metoda fazei stationare [73| pentru a aproxima

valoarea lui Jg,(pg). Astfel, gasim punctele <I>(()1) = ¢ si CID(()Q) = ¢ + m, iar integrala devine

Ja, (po) = e MENFTLWN=D)dp (x50, (5.22)

iar h(x; po) este o functie data in teza in-extenso, in cadrul sectiunii 4.2.3.3.; faptul re-
marcabil este prefactorul
exp(i(mpN + e (N — 1))9)

care prezice comportamentul fazei in raport cu azimutul punctului de observatie, remarcat
in panourile (c) si (f) ale figurii 5.5.
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a: R(E,),N=1,p,=0,m;=0 d: arg(E,),N=1,p,=0,m;=0
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Figura 5.4: Coloana stangd: Re(F,) a campului imprastiat scalat in (—1,1); coloana
dreapti: faza lui E, in unititi de 7; toate masurate pe un ecran amplasat la Z = 2 x 105\
(a, d) N =1,p, =my =0, s =0052au, (be) N=1,p, =my =1, N =1,
pr=mrp=1,5=0.039 au., (¢, f) N=2 my =p, =0, s =89 x 107% a.u.. Publicate
original in [72].
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a: R(E), pr=2,mp=—2
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Figura 5.5: Campul impriastiat pentru Z = 2 x 10°\, N = 2, p;, = 2 si doua valori
ale lui my. (a) Partea reald a lui E, scalatd la intervalul (—1, 1), reprezentata in planul
de observatie pentru m;, = —2; s = 1.0 x 1072 a.u.; (b) Faza lui E, in unitati de r,
arg(E,)/m, reprezentatda in planul de observatie pentru m; = —2; (c¢) faza lui F, in
unitati de 7, arg(E,)/w, in functie de unghiul azimutal ® in planul de observatie pentru
my, = —2 si trei valori fixe ale lui p: p; = 5.3 x 10?2\, p? = 1.15 x 103\, p3 = 1.91 x 103\,
(d) — (f) idem (a) — (c), dar pentru mj = 2; factorul de scalare al lui (d) este acelasi ca
in (a). Publicate original in [72].
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Concluzii

Aceasta teza si-a propus sa investigheze comportamentul particulelor cu sarcina sub
actiunea fasciculelor Laguerre-Gauss. Prima jumatate a tezei a avut ca scop investigarea
transferului de moment cinetic de la fascicul catre electroni. Unul dintre pilonii acestei
teze a fost capacitatea de a integra rapid si cu o precizie ridicata ecuatiile analitice ale
miscarii. Acest lucru a fost puternic inlesnit datorita numeroaselor contributii la proiectele
open source din ecosistemul Julia, iar cheie printre acestea este pachetul Differential-
Equations.jl care contine o multitudine de solver-e de ecuatii diferentiale ordinare. Am
realizat un test comparativ pe solver-ele disponibile, punand in balanta timpul de calcul,
eroarea numerica indusa si utilizarea memoriei. Acest lucru a culminat in cele din urma
cu capacitatea de a simula 40.04 milioane de particule pe o singura masina disponibila in
clusterul Universitatii din Bucuresti, situat la Facultatea de Fizica.

Lucrarile noastre initiale au constat in calcularea traiectoriei particulelor dispuse in
planul transversal situat in focarul unui fascicul Laguerre-Gauss. Fasciculul in sine a fost
inmultit cu o anvelopd temporala, astfel incat am putut calcula o crestere (sau descrestere)
a momentului cinetic inregistrat pentru fiecare particula. Aceasta ne-a permis sa observam
legile de scalare ale momentului cinetic transferat, liniare in regimul de intensitate scazuta
si de tip putere in regimul de intensitate ridicata, depinzand in functie de polarizarea
fasciculului motor.

De asemenea, am ilustrat momentul cinetic castigat in functie de coordonatele initiale.
Astfel, am observat doua stari stationare cu o distributie geometrica bine definita, ce
tranzitioneaza continuu intre ele.

Privind histogramele impulsului cinetic castigat de particule, am putut constata ca,
exceptand fasciculelor Laguerre-Gauss polarizate circular de intensitate mare, niciun mo-
ment cinetic net nu este transferat de la fascicul catre ansamblu. Aceasta nu inseamna
ca particulele individuale nu pot castiga cantitati mari de impuls cinetic, dar, in gene-
ral, distributiile nu trec testele de asimetrie, cu exceptia cazului fasciculelor intense cu
polarizare circulara. Exista aici oportunitatea de a cauta modele dincolo de planul fo-
cal, in special prin utilizarea rezultatelor simularilor la scara larga efectuate pe clusterul
Universitatii.

Plecand de la observatia ca momentul cinetic final este ,bine ordonat” in functie de
coordonatele initiale, am reusit, de asemenea, sa construiesc o aproximare analitica, es-
timand corect momentul cinetic castigat, bazata pe presupunerea ca pentru amplitudini
mici ale campului incident, particula incarcata nu se deplaseaza semnificativ dincolo de o
mica vecinatate in jurul coordonatelor sale initiale, iar miscarea sa va consta in oscilatii de
viteze foarte mici; prin urmare, aproximarea elimina totul cu exceptia campului electric
transversal.

Am testat aproximarea in regim liniar atat pentru momentul cinetic liniar, cat si pen-
tru cel circular si am gasit o buna concordanta cu valorile obtinute numeric prin integrarea
ecuatiilor exacte de miscare utilizand campurile exacte. O observatie importanta cu pri-
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vire la regimul liniar este ca, asa cum am observat anterior in primele noastre lucrari,
exista o diferentd puternicd in ceea ce constituie regimul liniar, ap = 10~® pentru cazul
polarizat liniar, fatd de ag = 1072 pentru cazul polarizat circular.

Comparand aproximarile, am abordat si problema momentului liniar longitudinal si
transversal in aproximarea fortei ponderomotoare. Am reusit sa validam numeric legile
de scalare obtinute prin aproximare si am putut, de asemenea, sa explicam de ce, in acest
cadru, niciun moment cinetic nu poate fi transferat de la fascicul la particule.

In a doua parte a tezei, trecem de la dinamica electronilor la radiatia emisa de acestia
atunci cand sunt actionati folosind fascicule Laguerre-Gauss. Pornind de la lucrarea
de referinta a lui Sarachick si Schappert din 1970, adaptam solutia lor analiticd pentru
o particula incarcata actionata de o unda plana la dinamica particulelor incarcate din
fasciculul LG printr-o aproximare introdusa de noi, pe care am numit-o ,aproximarea
undei plane locale”. Am demonstrat numeric ca, atunci cind amplitudinea fasciculului
incident este suficient de mica si talia sa este suficient de lata, solutiile analitice de la unda
plana pot fi reutilizate, prin simpla schimbare a parametrului de intensitate adimensional
cu unul a carui valoare este data de amplitudinea locala a fasciculului LG.

Folosind aceasta aproximare, extindem lucrarea lui Taira si colab. [41] si calculam
campul indepartat radiat pentru un singur electron. Apoi, modelam o foaie subtire de
electroni ca o distributie uniforma a densitatii de sarcina superficiala . Suntem astfel
capabili sa aproximam analitic profilul de faza al campului indepartat radiat pentru un
fascicul incident Laguerre-Gauss cu polarizare circulard. In aproximatia noastra, radiatia
rezultata este, de asemenea, de natura elicoidala, iar sarcina sa topologica depinde de or-
dinea armonicii, de ordinul azimutala al fasciculului incident si de chiralitatea polarizarii.

q:NmL—i—(N—l)eL. (61)

Acest rezultat analitic vine si ca o predictie teoretica a unui rezultat experimental anterior
realizat de Hemsing si colab. [40]

In mod firesc, am testat formulele analitice rezultate pentru radiatie si am constatat
cd aproximarea prezice foarte bine sarcina topologica (ordinul azimutal) a fasciculului
rezultat. Integrarea numerica confirma, de asemenea, faptul ca campul indepartat radiat
se deplaseaza pe un con cu deschidere ingusta; Vectorul Poynting, purtatorul energiei
radiate, respecta in consecinta urmatoarea lege de scalare

72S.(p, Z) = o*Z%S.(ap,aZ) (6.2)

unde Z este pozitia ecranului.
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